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۴۵ 


۶۶ 


فصل اول 


معد‌مات 


)۱-٩(‏ - تعریف - تعریف بعنی شناساندن . برای شناساندن هرچیز صفات مشخص 
کنندة آن را بیان می‌کنيم . چنان که می گوييم ؛ مدرسه جایی است که در آن گروهی از کودکان 
یاجو انال در سنین‌معین به‌تحصیل و آموختن بر نامه‌های خاص‌می پر دازند . یا آن که پل‌ساختمانی 
است که بر روی مجر ای اب بنا می‌شود تا ازرویآن ازبثك طرف به طرف دیکر می و ان رفت. 

نعر یف‌هر چیز شامل مجمو عذه شخصاتی است که بر ای شناخته‌شدن آن چیز بیان می‌شو ند. 

تعریف هر چیز باید صنات و خصوصیات آن را به آن اندازه که برای شناخته شدنش 
لازم و کاقی هستند شامل باشد , نه بیشتر و نه کمتر , چنان که اگر بگوييم « مشلك شکلی است 

که از برخورد سهخط به وجود می‌آید , » ثعریف کامل نیس ؛ زیرا با این بیان معلث شناخته 
نمی‌شنود و طبق آنچه در شکل (۱-1) دیده می‌ننود سه خط ممکن است برنوزد کنند 
و مثلث به وجود نیاید . و اما اگر , 
بگوييم ۰ « مثلث شکلی است که از سه خحمطل 
کد دو به دو یکدیگر رادر سه نقطه متمایر 
نطم کنند به و جود می آید . » مثدث شناخنه 
سمی‌شود . زیرا مطابق آنچه در شخل 
( ۲-۱) دیده می‌شود , ممکن: ثیست که 
سه خط دو به‌دو یکدیگر را در سهنقطه متمایر 
قطم کنند و مثلت به وجودنياید, پس تعریف 


اخیر در نوع خود گامل است . 

ات که از مه خط که دو به دو یکدیگر 
را در سه نقطه متمایز قطم می کنند » و در ‌ 
يك صفحه واقعند ۰ و به زاویه تشکیل ن 
شئل | ۲-۱ ] 


ی ۵ ظلد به وجود می‌آید آ]ا 
این تعریف نیز مثلث را می‌شناساند و اما چند جزه زاید دارد گه می‌ثوان آنها را حذف 


زوا .نی کر آنها در تعر یف مثات ضرورتی ندارذ , زیراسه خط که ذو به دو در سه نقطه 
مشمایز متقاطم باشند ؛ لزوما در يك صفحه و اقعند و از برعورد آنها سه زاویه به وحود می‌آیند. 
پس یبان این دو قسمت به عنوان جزئی از تعریف مشلت ؛ هر گز لازم نیست . 

تخر نش عفوفب: 9 وزنستاآن است که اد آسوشیح اضافی بی نیاد بباشد و حذت هیچ جز ی 
از آن سکن نباشد , بعبادت دیگر» تعریت باید جاهه و مانم باشد . 


(۱ - ۲ ) - تعر یف نشده‌ها ( مغهه مهای‌نخستین ) - آنجه را که بادرك وتصور کردن 
ویا ازطر ین مشاهده. شناخته و بدون تعرین پذیرفته می‌شود يك هفیوم نخستین و با يك مفهو) 
قع نف نشده می تا یم 

بر ای نام بردن مفهومهای تعر یف نشدنی کلماتی به کار می‌بریم که آنها را اصطلاحهای 
نخستین. می گوییم . 

در هرشاعه از علم از تبول اصطلاحهای نخستین گزیری نیست . در هندسه نیز مانند 
هر غلم دپگر ۰ بعضی مفاهیم را بدون آن که تعریف کنیم شناخته شده می‌پذبریم و بر ای نام 
بر دن آنها از اصطلاحهای دخستین استفاده می کتیم .. مانند نقطه ۰ خط + صفحه ۰ فضا . 


(۳-۱) بوهان - برهان درحقیقت ازگزاده‌هایی که هر يك نتیجه دیگری است‌حاصل 
مي‌شود ؛ به این معنی که عمل ذهن دد برهان بر این‌اساس است که از يك سلسله‌گزاره‌های قبلی 


ژ‌ یه همین تر تیب بیش می‌زود تا به شمعه مورد نظر عود پزسده و درستی آن زر بید پر 3 . 


. قضیه س هرگزاده که درستیآن نیا زمند برهان باشد ۰ قضیه ناعیده مي‌شود‎  )۴-۱( 

هر قضیه شامل دو فسمت است . قسمت اول : گزاده با گزاده‌هایی که درست بودن آنها 
را قبول دادیم ؛ این قسمت دا فرغی قضیه می گویيم . قسمت دوم : گزاره‌هایی که درست بودن 
آنها دا باید از فرض نتیجه گرفت ؛ این قسمت را نتیجه یا حکم می‌نامیم . 

اثبات يك قضبه عبادت است از ادرائه دلیل و پذیرفتن درستی اجه برمبنای فرض و با 
استناد به گزارمهائی که درستی آنها قبلا" ثابت شده باشد . 


( ۱ -۵)- اصل متعادف و.اصل موسوع - مي‌دانيم که در برهان برای قبول 
هر نتبجه به گزاره‌هایی استناد می کنیم که درستی آنها قبلا" بر ما مسلم شده باشد . اما وقتی 
درمتی هرک اره دا بر درستی گز اره‌های قبلی بنامی کنيم بالاحره به گزاده‌ای می‌رسیم که ددستی آن 
به نحوی بر ما منلم است ولی بر گزاده دیگری بنا نشده است زیرا پیش اذ آن گزاره‌اک 


۲ 


تابت نشده است که در قبول ددستی این قی اره به‌آن استثاد کنیم - بنا براین‌دد برهان هم ما نند 
مغر مهای لستین ؛ بعضبی گز ازه‌های او لیه مي زد استفاده قر از ی گر ند که‌درستی آنها زا بدون 
برهان می‌پذیريم ۰ همان طور که مفهومهای خسن را بدون آن که تعریف کنيم شناخته شده » 
پدیر قته‌ایم . 

پاده‌ای از این گزاره‌های اولیه آنهائی هستند که درستی آنها از طریق تجرربه و مشاهده 
بدیهی ودوشن است و ذهن آدمی غیر از آن را اصولا نمی تواند تصود کند . این گونه کر اره‌های 
او لیه را بدیهیات یا اصول متعا(ف می کوربیم . اصول متعادی سمولا در همه شاخه‌های مختلف 
علم مورد قیو لند. 

در هندسه‌ای که افلیلس دانلمند برنانی تنظیم کرده است برخعی از اصلهای متعارف, با 
بلربهیات عبار تند ار : 

| - دو چبز مساوی با يك چیز : سماوی بخدیگر ند , 

۲ -اگر مقادیر مساوی را با مقادیر ماوی دیگر جمع کنیم حاصل جمعها با یکدیگر 
مساوی تحو اهند برد . 

۳ - اقر دو مقدار ساوی را از دومقدار ساوی دیر تفر یق نیم + ما تیل‌وها با یکدیگر 
ساوی خر اهند بود . 

در هر شاخه از علم گزاره‌های او ی دیگری وجود دارند که ددستی آنهسا را نیز بلون 
بوهان می‌پذبویم د گزاده‌های بحدی د؛ بر قبول آنها بنا می کنیم , این گونه گزاده‌های «ولیه اصویل 
موضو ع نامیده مي‌شوند , مانند اصل موصو ع توادی : ار هر نقطه ار ح يلك خحعط يك و تنها يك 
عط می‌توان بموازات آن خط رسم نمود . 

|مروز تمایل برآن است که اصلهای متعارفی و مسوضو ع از هم تفكيك اشوند و همه اصل 


تمرین 
فرق بین يك قضییه ذيك اصل دا بیان کنید. 


| - دنهخ کارت زیاضی‌دان برد کگ بررسیهای خود درا ین دو اسل اساسی دیس بنیاد کرده مود . 
الف - هیي‌چین را یی آن که ددستی آنه مسلم شود نباید پذیرفت. . 
ب - یرای اثبات ذدستی چیزی باید به مطالبی استناد کرد که درستی آ نها قبلا مسلم شده 


باشد , یا آنها دا به عنوان اصل موضوع پذیر فته باشیم . 


۲- برخی از تعر ف نشده‌ها واصلیای هندسه اقلیدسی 


٩-۳ (‏ ) - نقطه - اقطه را به صورت مفهوم ذهنی می‌شناسیم و بعنوان بك اصطلاح 
نخستین ( تعریف نشده ) می پذيریم. 

اگر نوله قلم یا سوزنی دا اندکی روی کاغذ فتاد دهید , اثری از آن باقی خواهد 
مانك که تصوز یا نمایش با قطه است. . 

در هندسه نقطه را پايك حرف مشخص می کنيم ومثلا" می گویيم نقطة ۸1 یا نقطةٌ ۸ . 


( ۳ - ۳ ) - خط داست - خظ راست دا نیز بصورت يك امطلاح نختین ( تعریف 
نشده ) می‌پذبريم . يك بر گک کاغذ را تا کنید و پس از دست کشیدن برمحل نا خوددگی آن 
را پاز کنید ؛ اثر تای کاغذ نمایش يك خعط داست است ( شکل ۳-۱ ) .۰ حال دو نقطه متمایز 
۸ و 1 دوی کاغذ درنظر گرفته بر گ‌کاغذ را چنان تا کنید که هردو نقطه مز بود برمحل تای 
کاغذ فرار گیرند . وقتی کاغذ دا باز می کنید دوی آن اثری به صورت يك عط راست می بینید 
که هر دو نقطه زر و 1 دا شامل‌است . 


اصل ۱ -- هر دد نقطه عتمای؛ بلك خط داست و تئها پكك خحط (است :۱ مشخص می کنند . 

هر معط داست را با در نقطه متمایز آن می‌توان نمایش داد . حط راستی دا. که بر دو 
نقطه متمایر هر و ۳ می گذرد با نماد ۸3 نمایش می‌دهند ( شکل ۷-۱ ). 

خحط را گاهی با يك حرن کرچك هم نمایش می‌دهند » مانند عط 3 دد شکل (۵-۱) . 


اگر وله قلم دا بر صفحه کاغذ در لية يك نحط کش به آرامی حر کت دهیم؛ اثر ید قنست 
آدفده تصور يا تمایش بخشی از خحط راست امیس . 


اصل ۲ حاق بط زاسشت دست کم دازاق ده نقطه ختما ی اهست. + حسذاقل سه نقطه وه 
دازد که بر یلك خط «است دافم نیستند. . 
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اصل ۳ - بیی شر ده نقطه متمایز از پك خط «است می‌قوان نقطه‌اق متمایز از آن ده 
فذست 9۱( : 


قر ارواف - در هندسه هر وقت به طور مطلق » خط » بگویيم پابنوبسيم مراد ما ه خط راست ۰ 


است 2 


تعریف م دو خحط راست که فقط در يك اقطه مشتر 2 باشند + متعاطع‌اند . 


تمرین 

۱ - چند نموه ار نمایش نقطه در اناق درس نشان دهید , 

۲ - چند نمو نه از نمایش خط نام ببرید . آیا همه نمونه‌هایی که نام می‌برید خط راست 
ضبتند * 

۳ س سد نفطه مشمایز ۸ و 8 و ن) منروفند . آیا این سه نقطه در همه حال يك خط راست 
مشخص می کنند ٩‏ در چه‌صورت يك خط راست را مشخص نمی کنند ٩‏ در این صورت چندخط 

۴- بريك نفطة مفروض ۸ چند خط راست می گذرد ؟ چرا؟ 


( ۳-۲ ) 7.۳ ۳ عدهرم ۳۹ لمز از تعر یف سل ها اسان سوه ورف تور ذهنی 
ات ورن کتات ۳ سطح نژ ۸ سقل نله فتتاع: سح قسعتی از دبو از ار ناهمواری بستی, 
وبلندی نداشته باشند : نمایشهایی از صفحهاند , بری ازاصلهاک مر برط به‌صفحه راکه بعدا 


ا نها نیاز حواهیم داشت بهنحو داخواه ود دد زیر می‌نویسیم . 
اصل ! سس دز هر صفحه دست کم سه نقطه غیرداقم پریلك معط (است وجود داند. . 
اسل ۲ - برهر سه نقطه غیردا ق بر یلك حط. (۱است. دك صفحه ب_ دزد . 
اصل ۳ - اگر دود نقطه خطی + دد صفحه‌ای باشند ۰ تمام نقاطآن خط دزن صفحه‌انذ . 


حون صفحه بسا سه نقطه غیر واقع بر يك تحط مشخص می‌شود و بر هر دو نقعه يك خحط 
عی کذرد می تو ان کُفت که صفحه با ده نقطه غیر واقم بر بك حط : با يلك حط و يك نقطه نجاز ح 
ماتند : صفحه )13 هر ؛ یا صفحهُ () , 8 ) يا صفح؛ ( 0۰ , 0 ) شکل (۰)۶-۱. 


کاهی قسمتی ار بل صفحه را ره صورت متوازی‌ااضلا ع نمبایش دادم و آن دا با يكگ 


حرف مشخص می کنیم. ما نلدصفحه ۲ درشگل ( ۷-۱ ]. 


مر( ۳-۱) شعل [ ۷۲-۱ | 


۳-۳۱) - فضا - فضا را یز بصورت يك اصطلاح نخستین (ثعریف شده) می بد بر یمه 
بمعتی سیم ۵ همه عالم است ؛ با این تصور که از جمیع اشیام آن صر فنظر شده باشد . 

صفحه ر پر مجموعه‌ای است از نضا . 

غط نیز زیرمجموعه‌ای است از نضا . 


قشبا دا با اصول زیر مي‌شناسيم ! 
اضال ٩‏ - غضا عجبوعه ناعتتاهی شمه قاط است . 


اقفل کته دسیت کی یا ( ناه ۳ وافء دنت 0 وود ۵ انش : 


۷ 


۸ 
(۵-۷) - شکل مس هر عجموعه ازتقاط ۱ 
رايك کل هی نا مند ۰ شکلهانی که در هندسه مورد 
بردسی فر ادمی گیر ند. شکلهای هندسی می و یند . 
ماننل خط ۱ ]۷[ ومتلث )9 ۵ردهرم ]8۳0 دد 
شگل (۱ه).. ۰ 


شکل ([ ۸-۱ ] 


گر تام نقاط يك شکل در باث صفحه باشند. آن را.يك شعل مسعطح (مستوی) مي نامنل ۰ 
او این :ی کل شنل سیی را باحتصار شکل عی‌نامیم : 


( ۲ )- سح س سح ازمغاهيم اساسی هندسه است و درهندسه عقدماتی تعریف وقیق 
ندارو . معنو لا مرز بین هر جسم فبز یکی و فشاو یا قسمتی از آن دا سطح می‌نامند » مانند سظح 
هس + سطح دیواد 4 سطح توب و غیره 
ٍ 


#صل دوم 


زاو به 
اب کلناتب 


 ) ۱ ۱ (‏ فيه‌خط - نقط ۷ را برخط راست 6 درنفرمی لبريم ( شکل ۱-۲ . 
اين نتطه خط 4 را به دو نیم خا تقسیم 
می کند. نقطه ۷6 را مبدا یا آغاز عریله از 
دو نیمخط مر‌بور می نامیم . بنابر این . سنوی 

نیم نعط مجموعه همه آن نقطه‌ها یی تتتیریع 
از باك نحط راست است که در بك طرف شکل ( ۱-۳] 
نقطه تا بتی روی آن خعط فر ار دارنك , 

هر نیم‌خط را با دو نقطه مشخص می کنیم که یکی مبدا و دیگری نقط دلخواهی از آن 
است. در نوشتن معمولا حرفی راکه نماینده مبدا است ( معمولا حرف بزر ك اختیار می‌شود ) 
درطرف چپ و آن را که نماینده يك نقطهُ غیر مشخص از نیم‌خط است ( معمولا حرف کوچك ) دز 
طرف راست قرار می‌دهيم و هنگام خواندن ابتدا مدا نيم‌خط را نام می‌بربم, مانند نیم خطهای 
و ۷۲ در شکل ( ۱-۱۲ . 


( ۱ - ۲ )- بازه خط زاست - باده - 
خط جزفی از يك خط «است است که از دو طرف 
به خو نقطه عجنرد باشد . ماند پارهعطی که در 
شکل ( ۲-۲ ) با نتطدهای ۸ و 8 مشخص 


شفی ۱ ۳ 


با این تعریف هر پاره خط. ۸9 مجموعه ل زج 
نقاطی از خط راست ۸0 است که بین دو نقطه 
و ۳ وافند این مجمرعه هر دو لفط هر و 8 دا شامل است . نقطه‌های یر و 3[ دا دوسر 
باده عط 13 می نامیم 


(۳-۱) ب راق له جسست ۹ دا یسم ول 0۲ رکه ود مدا ۳ ۱ 
دی می گیریم؛ این دو نیم خحط از صفجه (۲ کد شامل آنهاست دو جزء متمایز مشیخصی می کنند 
که در شکل ( ۳-۷ ) یکی دا با پردازهای افقی و دبگری دا باپردازهای قاثم نشان داد‌ايم. 
عريك از دو حزء مزبور نمایش بك زاویه است » بنابر این . 

(اایه جزئی ۱ز صفحه است که ند سس با عبداً عشق ۵ و حجیوعذ تقاط عصنود یه در نیم 
خط ع بوز :۱ شاسل پاشد . 
هر يك از دو معط 05 و 0۲۷ را يك م۳ 91 
ضلم و نقطةُ 0 مبدا مشترك آنها را رأس زاویه ۳ ۱ ۱ 
۳ سر ححم 
هر ژاویه به رأس ۵ و به اضلاع عن و ست ۱ 11 >« 
بزه دابا نساد ۷۵۶ مر (می‌خوانيم : ژاوية سس سر ۱ 


7 تسایش مي‌دهيم . کاهی زاو به را فعط با 


شکل (۲-۲) 


يكك حرف که راس آن ر اعشخص می کند نما یش 
می‌دهيم ؛ مانند 0 مر , و کاهی هم ازيكحرف‌با 
يك عدد که درمجاورت رس ویین دوضلع نوشته 
مي‌شورد بر ای‌ناسلن‌زاو به استفاده عی کنیم 4 ماد 
0 سم با ۱ درشکل (۷-۲). 

(۴-۱) - نیم صفحه - اگر ده خلع 
زاویه در يكك امتداد باشند زاوبه زا لیم صفحه 
گویند . شکل(۵-۲) شکل (۷سه) 

(۱-) - اندازه ژاویه برای سنجش ‌بزد کی و کوچکی‌زاوبه‌ها يك زاویه معین 
دا به‌عنوان واحد اندازه گیری اختیار کرده وزادیه‌های دیگر دابا ان می‌سنجيم. یکی از واحدهای 


انلازه گیری زاویه درجه است و آن ۱ 
۰ پا ۱ 


(9-1) ت-- زابه‌های محانب تج هر گاه 
مجموع ده زاوية مجاور يك ژاویه نم صفحه 


یاشد » آنها را دو زاویة مجانب می لوییم , مانند 


ژاویه نیم صفحه میباشد . 


ذاایه‌های ۵2 و مه در شکل ( ۶-۷ ) به 
بیان دیگر ۰ 
5 زاویة عساوز دا که دز ملع غمو عشنول؛ ۱ نیا 


بر اعشداد یکدیگر پاشند ۰ دو ژاودة عجا نب هي گوییم ۱ 


(۷-۱)- نیمساژ ز او به - نیمساز هر زادیه نیم عطی‌است از صفحة زادیه که برداسی 
ژادیه می‌گذدد داد به‌دوزادیه متسادی تفسیم مي‌کند 

واضح است که اگر 02 نیسساز :دم باشد» هر يك از دو زاویه‌ای که به وسیلة لیمساز 
زاویه به‌وجود می‌آیند نصف زاوية مفروض است . ۷ 

هرژاویه فقط يك‌ثی از دارد. زیرااگر 02 و 
۷ هردو ئیساز ۷0۷ مر باشند شکل( ۷-۲)برطبق 
تعریف * اي امس 
0 رد 1408 مر سح 

۱ که ۱ شکل (۷-۷) 

وچون این دو زاویة متساوی در رأس و در ضلم مشتر کندودريك طرف‌آن منم 
قرار دارند الزاما دوسلم دیگر آنها هم بریکدیگر منطبق می‌شوند . پس وی مر فقط يكك 
نیمساز دارد . 


۳ خطیای عمود برهم 


(۱-۲) - د9اخط عهود برهم - خط زد ونقطة ۵ واقع بر آن‌راددنظر می‌گیریم 
(شکل ۸-۲) ۰ هر گاه 2 دا چنان دسم کنیم که تیمسار 
زاو ینیم صفحه /(50 باشدء می‌کو نیم 02 بر 1۷ عمود است , 

3 (۱ ب ۷ عمود هی شودیم دقتی که از بو خوزد 1 نیا پ 


۹ )0 
خو ژاوایة عضا نب عتساوی به جوذ ۱ یند . 


شکل ( ۸-۲ ) 
نماد عدود بودن » [ » است که بین امهای دو خط گذاشته می‌شود . 


تصف ز او به سیم تشه سد 20۱7 ع< 2:02 : 7 | 07. 
| کنون 20 د ادرطرف دیگر ۳ امتداد می‌دهیم( شکل )٩-۲‏ تا ۳ حاصل شود: 
نیم عیفحه << 301 کر 

نیم صفحه ج. ]70[ وس نیم صفحه ‏ -<- 20۷ مر 

پس ۷۲0۸ ام عد 209 مر و بنا بر تعر یف 0۵۷ بر و 
1 عمود است 

ینابر این : 

خ گا۰ ۷ ب 21 عمود باشد: 271 هم پر 1 عموذ است . ۱ 


یعنی هر يك از دوعط ۲۲ و 21 بر دیگری عمود است. 


(۲-۲أًٍ- ا یذ المه ت- شر زاو یه نی دلگ جوز عمود ب رهم ر | 5 فیة هی نامیم ۰ به مان 
دیگر زاوية قائمه نصف زاویة نیم صفحه است . 
پسی : همه زاویه‌های فا ده ساوی بکد یگر ند. 

اگر دو خط 4 و04 بر پکدیگر عمود باشند 
( شحل ۱۰-۲ هر بك از چهار ز اویف:0 ۰ ۱۵۲ 07 
و ده يك ز اوپف فانعه است و بدابر این چهار زاوید 
۳1 قسا 2 ۷ ۰ 
سر با ار وی پگدیگر ند . شکل (۲ ۱۵ ) 


از این زو دو خط عمود بر هم را کاهی به صوررت ز پر تعر یف می لنیم ۰ 
دو خط دقتی بر هم عمودند که از تفاطم ۲ نها چییار زاویة مساوی پدید آپند . 


( ۳ ۰ ۳ ) - زاویه‌های حاده 
3 منفرحه - هر زاوية کوچکتر از يك 
ز اویة قائمه را زاویك حاده‌می گوييم. مانند 
ام در شکل (۱۱-۲) . 

زاوية منفر جه زاویه‌ای است که 
زد کنر اززاوية قائمه و کوچکتر از زاوبة 
پم صفحه است شکل (۰]۱۷-۲ 

راویه‌های حاده و منفرجه را گاهی 


به بر تیب زاوپه‌های تند و باز می‌نامند , 


نمرین 

۱- دو زاویة مجاور رسم کید , 

۲ - ار 1( ام و ۷02 دود زاویهٌُ مجاور باشند » دابطهٌ زیر دا جنان کامل 
کید که گر اره‌های درست پاسند - 


2 مر << ۷۷2 ی ... 100۷ مر 
۲- خط زیر دانقطةٌ و داقع بر آن‌دا درنظر گر قته دون دا رسم کنید. 


اولا - ژاویهای 102 و ۲ نسسیت به هم چه وجعی دار ند ۲ 
۳ 


انیا - اگر ۵0۵ نیساز 102 مر واه نیسباژ 20۷ باشد ؛ گزاره‌های درست زير 
را کامل کنید : 
ی رن 201 کر 
2 مر 102 خر 
۴ - ژاویه‌های قانمه « حاده و منفر حه را تعریف نید . از هر يك از آنها يك نمونه 
رسیم کنید . آیا دو زاویه حاده ممکن است مجانب پاشند ۲ دو زاویة منفرحه چطور ؟ 
۵ - ثابت کنید از هر نفطه و اقم بر بك‌شط » ننط يك خط عمود برآن می‌نوان رسم کرد. 


۳ زاو به‌های متمم و 1۳۹۹ ومتقادل به‌رآس 


( ۱۳ ) - زاایه‌های متمم - در زاویه را 
در صورتی متعم یکدیگرمی گوییم که مجموع اندازه‌های 
آنها ٩۰۱‏ باشد . مانند زاویه‌های ۳۵ و آوو با 
زاویه‌های ۱۲ ۲۵ و ۴۳۸ ۶۴ 

«جمو ع دو زاوية متعم در مورتی که مجاور 


با شند « يك ز اوبه قانمه است, مااند زاوبه‌های 0۱ و 4 ! 


درشکل ( ۱۳۳-۲ )+ عتمم هر داایة ۵ ؛ وس "90 است. کل (۲ ۰ ۱۳) 


( ۲۳ ) س ژا9یه‌های مکمل -دو ژاویه را در صورتی مگمل یکدبگر می گوبیم که 
بچعر م انداز وهای آنها ۱۸ باشد , مانند : اوبه‌های وی و ۳۰ یا راویه‌های ۳ ۲ ٍ 
۹۷۵ 

مکمل هرژاوية 6 ی .بو سس *وم۸ | است. 

مجصو_۲ دو ژاویه مکمل در صورتی که مجاور 


هم باشند , يك زاوبه ببم‌سفحه است ودو راویه مکمل 


۷ دد شکل ( ۱۷-۲ دکل (۷ - ۱۴ 


(۳-۳) - زاابه‌های متقابل به رأس - دو زاویه را که راس مشترلك داته 


۳ 


باشند و اضلاع آنها دو به دو بر امتداد یکدیگر 
و در جهات مختلف باشند متسابل به رأس 
مي گوييم, مائند ژاویه‌های و(0 و ۲(" در 
شکل (۲ - ۱۵) . 
#ضیا ۱ - دو زاویة متقا پل .به <اسی عتسا ویند. 
رها - اگر در شکل ( ۱۵-۲ انداز: - 1 
۸ زا ۲" بتاهیم: شحل ٩۱‏ - ۵ 


28 چ. ۱۸۰۰-۷۱ سس روز 
(۷- 28<۱۸۰۲) چسد (زاویة يم صفحه رن هریز ) 


0( < ۸0ج 


قضی ۲ - اگر دو زاویذ متسادی «أبی مشترلد داشته باشند ديلك خلع از یکی با یلد ضلب 
۱( ذیگوق دز افتداد دك عط زاست باشند و ده ضلع دیگ "نها دز طرفیی ای حط داست باشند ‏ ده 
(ویة متا پل به دای تشکیل می‌دهند ۱۰ یعنی دو ضلم دیگر آنها نیز بر امتداد يك خط راست 
هستند | . 

برهان تضیه را به صورت زیر کامل کنید , 

1 در کل (۳۲ - :۱ زاویه‌های و 
د ۵ .... یکدیگر ... ودونيم خط 9 و وی 
بر يك خط ر است واقم باشند » واضح است که . 


1 
هی اعد شکز (۷ - ور 


۱۸۵ ری ۱ 
وی << ۸0 


سنی راویه‌های بچ و پا ... بکدیگرند وچون مجاور هستند لز وما محانب بحدیگر ... و ابر این 
( ۶ بل زاویه.,., است . بعنی 0۷ و 0۲ بر امتداد بك خط ,... واقعد 
قضیلا ۳ - نیسازهای ده زاویة متقا بل به دأس ی يلك خط زاست واقعند . 


انسات قضیه به عهده داتق آمو ز ان نت . 


تمرین 
#- کدام بل از ثر ازه‌های ۳ در ست و دام يك تادزست است ؟ 
_ دذو زاویة مخا تب مکمل یخدیگر ند . _ دو راویة مجاور عتمم پخدیگر ند .- دو راویة 


۱ 


تکسل مجانبند . - زاویه‌های ۳۵۴ مد 
شزا سپ و ۷ مکمل یکدیگر نکم 
ك یگر ند  .‏ دو زاویه متقابل به ۳ ی متممم عستند که اندازء عر يك ۴۵ پاش .. ۱ 
اگر دو زاویه متساوی باشند » متممهای آنها تیز متساویند - زاویه‌های مکمل دو زاویةٌ ۱ 
ماوق مساو بکنیگزند . ۱ 4 
٩‏ - جوز اوية یل بفر آمی مکول یکدی گز ند انداز؟ عر یلک وا تین کنید. ۰ 
۷۴۲۱۷۷۳ < ۶0 است: اندازه‌های زاویه‌های متعم ۶ بکمل آن دا تعبین کنید. 
۴ - وو زاویة بر و ۷ متمم یکدیگر ند و ۷۸۲ بر است. اندازه هر يك اد این‌دو 
ذاویه دا برحسب ددجه تعیین کنید. 


۱ 
ت 
4 


منلث و برخی از خواص آن 


(۱-۱) س مثلی 
با شنه پا + خط پهم وعصل تنم ۰ ستلی ایجد جی‌ شود که آن را مسات‌ناعند قر بازه خر اضلع و 
هر نقظه را دآس مثلت می‌گویند . عکل (۳س) ۱ 

ظر متلت را با نماد .ث/ نعایش‌می دهیم و یه تام ۳۷۳ 
ر اس آن می‌تحو انیم . مانند ۸۵۰ ۸ ( مشلت ۸9 ) در 
شکل ( ۱-۳) . 

مشلت دارای سه صلع ؛ سه رأس و سه زاویبد 
است . مانند ضلعهای ۸ ۸0:۰ و 86 وراسهای ۸ :8 
و با و زاریه‌های 8۸۰ و باه و 20۸ در باقاه ی 

سه لم و سه زاویة هر مثلث اجسزای اصلی آن 
هستند زیر | هیچ معلثی را بدون رسم این اجز! نعی‌توان مشخص گرد 

هرضلم مثلت مقابل يك رس و يك ز اویه از آن است وهر زاویه با هر راس نیز مفابل پكث 

ذرهندسه معمولا اندازة هرضلم مثلث را باحرف کوچکی که رأس مقایل آن را به آن نامیده ايم 
تمایش میي‌دهم . چنان که انداز؛ ضلم 196 مفایل به راس ۸ از ,۸9 را با حرف 6 واندازه 
ضلم نا مقابل به راس 8 را با حرف ت] و .., می‌نماييم . 


تب سس ۲ ا گرسه نحل ۸ عر و اقلبم بر ال ول ز انات ‏ | ۷ ۵ نلا دا ا 


ز او یه‌های سشلث نز و انسدازه‌های آنها دامعمولا بسه صودت 2۸۵ و و وج/ 
تمایش می‌دهيم. 
مثلث دار ای اجز ای دیگری است که از آن جمله ارتفاعها ؛میانه‌ها : نیمسازهای زاویدها 
دعمود مسنصفهای اخیلد عند, دد بادة این اجزا در صفحه ۱۷ سخن نو اهیم گشت. 


) ۲-۱ تساوی 33 مثلب - دو :بات وی #ساوی یکد بر ند کد قا بل انطیاف با شند . 


دو ماس ما وگ دورورصع مختاف او له ای بوذه ۶۸ شم انار و همتل . 


۱۳ 


حالتهای اصلی تسادی دد مشلت 


۱ حالت تسادی ده سلم و ذادیا بين آنها ( ض ز ض ) 
قضیه - هرگا: دوضلم وزاویه ین نها از عشلنی با دوضلم « ژادبه بین؟ نها از عثلك دبک 
عساویق باشند ۰ ای دو مشلیك متساویند . . یعتی ۰ 


۸8-8 
۲ ۸ ۸86 ۸ج ۵ مس ها بر 
۸ 


برهان - مثلث )"۸۸8 با 
هم اندارْة آن ) دا چنان جایسه‌جا 
می کنيم که ۸ ام بر متاوی آن 
۳ قر از گیرد؛ یعنی نقطه ای بر 
نقطه بر و امتداد ۳9 بسر امتداد 
۵ و استداد )و بر امتداد نی 
را یره رل ۳۳ عون 


- 1 ۸ است ؛ قد اپن حا لت 


َطة 0 بر لفط 10 واقفم می‌شود. و شخ (۳س۲) 

به‌همین دلیا نقطه "ز) بر نقطه م) فر از 

یچ بر نی یاکسلگف_را موزپرهاست یس سای مین قاری واه هوریآ 
بر ای انطبای عفزوه بر لغز اندن ممکن است سور با شیم که شکل زر پشت و دو هم بکتیم.) 


۲ حالت تادی دد زاوبه و ضلع ببن آنها ( از ش 1 ) 
قضیه - هوگا: ده ذادیه و ضلم بین آ نها از مشلشی :۷ دو ژادیه دضشم مین ] نها ۱( مشلث دیگر 
مساو باشند ۰ آی ده مشلث مساویند. یسنی ۰ 


زر ۵ 
۸80-۷ ۸ چت ۱ 80 -ر96] 


|0۱ عم 


برهان - هم اندارَة مثلث ۸۳80 
را چنان جاباجا می کنیم که پاده‌عط ۱90 
بر ساوی آن :90 منطبق شود و داس 9 
بر فطل 13 قر ار کرد (عخل ۲-۳۴). ون 
زاویعهای 8 و 8 ساوی یکدیگر ند : 
وقتی رآسها و دو ضلع 8۳0 و :86 آنها 
دوی هم قرار گرفتند دو ضلع دیگرشان 
نیز بر هم منطبق می‌شو نده یعنی امنداد 9 ۸۷۱ 
پر امتداه فرارمی گیرد. بههمین دلیل 
به علت تاوی زاویه‌های ) و ن) ضلع 
۸ بر ۸ منطبق می‌شود. اما دو عط 
۸ و ۰) تنها يك نقطة مشتراد می توانند داغته باشند که همان نقطة هر است : بنابراین‌راس 
۸ از مثلث ۸۳386 بر نفطةٌ ۸۸ واقع می‌شود و دو مثلت کاملا" روی هم قراد می گیرند» پس 


تغل ۳-۰۳۱ 


۳ حالت تسادی مه‌ضلع ( ض ض ض ) 
قبا - هگا صه‌صلم از متلی. با مه سل( ٩‏ هتلگ دیگر مساو باشند ۰ ۱ ده مشش 
این حالت از تساوی دو مثلث را برمبنای گزاره‌عایی که تاکنون اثات کرده‌ایم نمی‌نوان 


ثاپت کرد. برهان آن رادر صفحه ۲۱ تحو اهیم 3 یك. 


نمرین 
۱ - هريك از عبارات زیر را چنان کامل نید که يك گزار؛ درست حاصل شود : 
- اگر دومثلت با يك معلث :۸ مساوی باشند » خود ... یکدیگر ند . - اگر در دو 
مثلث دو زاویه نظیر به‌نظیر مساوی باشند ؛ دومثلث ممکن است مساوی ... - اگر سهضلم 
مشاشی ۵ و ۷ و ٩‏ سانتیمتر و سه ضلم مثلت دیگری ۵ و ٩‏ و۷ سانتیمتر باشد » آن دومشلت ... 
_ اگر در دومثلث يك زاویه ساوی "وب و دوضلم این زاویه در یکی از آنها بو و ۶ سانتیمتر 
ودردیگری ع و هم مامت یاسلد 4 آن دو مسلت ,.. 
ك وو متلت ۸۳0 و 1۷57 را در نظر کر فته و تحقیق کنید در کدام بل از حالات ز بر 


فتاه کي بگد بگر ود و ععر | 1 


۱۳ 


(الف) مر هم ,۸-۲ , ۸8-85 


(‌) نام بطم گام 80-5۲ 
(د) 5 8 , ]مر هم , ۸8-۷5 


۴ دد شکل (۴-۳) 6۱ مرت 09 مر د 196 -< (1ه است ؛ ثابت کنید (۵0 )ی . 


۳-۱۱)- )اجو ای دیبل مثلت 

1- از تفاعهای عتلت سب ارتفاع 
عسلث پاده عظی است که از يك در أص 
بکذرد و برضلم مقا بل آن ز اس عمود وید 
آن ضلح »حدود باشد . هلت سه ارتفا ع 
دارد . سائند ار تفاعهای ۸11 + "۳۱3 و 
۳ دد ۸80 ۸ (شکل ۵-۳). 

۷- تیا نه طاگ ناس ماد مت 
پاره حطی است که باق وان به وسط 
ضلع مقا بل آن وصل هی کند . هر مئلت سه 
ميانه دادد . عانند عیانه‌های ۸۷ و ۸ 
و 0۷۳ در ت90 ۵ از شکل (۳-ع) . 

۳- نیمساز های رز اویه‌های مثلتٌ. 
تیمساز هر زاویة لت پاذه خطی است که 
آن ز اد یه د! نصت می کد و به دس زاویه 
+ تقطه ای ازضلع عقا بل آن محدود است . 
مانند باده حطهای (]۸ر و (ا۲ د رن 
و پرشر و ۲۷ د 02 دد ۸۸۵۸۲۲ ازشکل 
(۷-۳). 


هر مثاث سه لیمساز زادية داخلی و سه نیمساز زاویةٌ خحادجی دادد. 


۴ عهود منصفهای الا هنلس. 
ده خ منصف هر ضایم شلات حطی ات 45 
از وسط ان ضلم می گذرد و پر آن عمود 
اىست + ماننك ۳۷ در شکل ( ۳سبار )| 45 
غمو د عمصت بالا است.. 

در ظر فلت غرضله يك عموده‌تصف 


لاو ۵ . 


۱ ۳" ۱ 
الساقن بس یلیل | در آن دو صل سای 
می گویيم . در هرمثلت منساوی السافین هر 
يك از دو ضلعی را که ساوی یخدیگر ند 
سای « ضلم سوم دا قاعده و چاسی. مشت" 


ساقها دا که مقایل سه فاعده است دس 
می نا میم (شکل ۳- )٩‏ ۰ 

خواض مثلث متسادی‌السافین - در 
مگللت. متباوی‌الاقین ۸9 | شئل 
۱۰-۳ ) ۰ یهساز زاربه دس ۱ زر سم 
می‌کنيم تا قاعدة :86 را در نقطة (] قطم ج 8۹ 
کند » در دو مثلث ۸۱8 و ناش فحل (۱۵-۴) 


9 ۸ 
۷ ۸08 ۸ ج( 0۸ مر -< 10۸12 
۷0 ۸1 
بنایر ايین 6۲ کر عد ۵ مر , 


قضی ٩‏ - << مشلث متسادق السا قیون زادبه‌ها یی زد بهزد سافیها عتساو ند . 


ار شاوی دومثلت ۸۱۱8 و ۸۱ می‌توآن داشت ۰ 
۷۱ - 8(] 
۶ - ۸۷ ۸7 -- ۸۵8 7 
۳ پاز هد (]۸ قاعده رال مغلت ۲۷ ز انصفب می کند وبر آن خط عمو ۵ است , بنا پر این 


قضیا ۳ - دد مثلث متساوق!لساقیین نیمساز زاوية دای و اذقفا ع و مپانه وادد بر قاعده و 


ت 
۴ 


عمودمنهصف. قاعده بر هم منطبقند . 

قضیه عکس - مي‌دانيم که هر قضبه ]" یلك گراد؟ شرطی همیشه درست است که به 
صو دت 0 جچسد ۳[ بیان می‌ شود[ فر ض و () نتیجه یاحکم قضیه است.عکس هر قضیة [" ما نند 6 چ-۳ 
قضیهُ دیگری است که فرض آن نتبجه[" (یسی (0) و نتیجه‌آن فرضی 1 (ینی ۳) باشد.بناپر این 
عکس قضی؛ ()جس ۲:۳ به‌صورت ۲ حچت(۵) : "۲" بیان می‌شود. 

هتال ت در مات ستاویالعافین ]۸ عتاوی پبردت سافیتای ۸9۵ وا دابا تا و 
مساوی بودن زاو یه‌های 8 و نا دا با () نمایش مي‌دهيم ؛ در این صورت فشيهٌ قل که دز ظر 
معلت :96 ؛ ]سر یرجه را ع< لاه بیان شد به اعتشار با لا چس ۳ بیان می‌شود: 

ثابت خواهیم کرد که در هر مات )۸ : ۸0 عد ۸۱۵ یت زر مر عد 0 سر که با نماد 
۳ چ. () بیان می‌شود . این قضیه عکس فضياً قبلی است , بعی : دو فضیه؛ زیر هسر یلك عکس 
دیگری است.. 

تیه ؟"- جر گاه در مثلثی دوضلم منساوی باشند ( 6 ) زاوبه‌های روبه‌روی آنها 
متساویند ( 2 )۰ 

قضیه "۲" هر گاه دوزاویة مثلی متساوی باشند ( 0 ) ضلمهای رو به‌روی آنها متساوید 
(۱ ۲ ). 

ور برحی مو ار عکس يلك قشية درست نیز آقنيه‌اي فوست است: , اعا باید و جه داهت 
که این افر کلی و موی یست : یعتی ‏ عکس بك ققیه ددعت درهمة فوارد یكگ‌قفية درست 

اينك خواصی ار مشلت متساوی السایین را با فضابای عکس فضیه‌های قبل بیان 
می لنیم : 

قضیلا ٩‏ - عثللی که دو زاویه مساوی داشقه باشد : متسادق الساقین است؛ به‌ بیان دیگر . 

هر گاه درمثلتی دو زاو به منساوی باشند » خلعهای روبه‌روی آنها متساوبند . پصی . 

ار چتد) مر تا ی : هک 


11 


پرهان - بر دو ضلح 9۸ و هرن از متات 
۷ (نحخل ۱۱-۳) + دو پاره عط 801 و 0۷) 
را ساوی یکدیگر جدا کرده وطلتهای 131۷6 و 
8 راعاسل می کنيم . در ده مت :۳۷6 و 
۳ 2+ 


۳-60 


اس اه ۳ 
می نوان ملاحظه نمود که در این صورت : پن مرت 8 مر و ۷۸ مس سم ( جر ۱؟) 
از ایتجا نتیجه میشود : 
پم ی هام 
۸-۷ جت ۸۵-۸۸۸ ج ا 8۳ 
ال ی 
فضیلا ۲ - مثلئی‌که میا نه وازقفا ۲ نظیر پكك خلع آد برهم عنطبین. باشند متساویالساقین 
ابر : 
قضیلا ۳ - مثلئی که دتفا ع نظیر يلك خلع آد نبمساز ژاويه مفا یل به آن ضلم هم باشد 
فتصاویالسا قیی است. . 
فضیه ۴ - عثلنی که میا نذ فطیر بك خلع ان نیمساز زاویة مقا بل به ان ضلم هم باشد: 
مسا اگالسا ین باضیت. ‏ 
اثبات سه قطیيه اخیر به عهده دانتی آموزان اسب . پر ای اثبات قضیه چهارم میانة وارد 
برضلم را از وسط ضلم یه اتدازهٌ خودش امتداد دهیدو انتهای آن را به یکی از دوراس دیگر 
مسیاله - ملت :۱96 ۸ مقروض است . ارتفا ع ار را دسم کرده وازطرف]] باندازة خود 
تا نقطه ۸ امتداد می‌دهيم . تقطه زر دا به نقاط 8 و ن) وصل می کتيم .ثابت کند دو متلت 
0/6 مساو یند.(1902 ۸۸۵ دا واددن ,۸۱۸6 اسبت به‌ضلعن)([می گویند). 
حل ‏ دو مثلث قائم‌الژادیة ۸۱19 و 
۰۳4۳ مساویند ( چرا 1) کل ۱۲ 
از تساوی‌آنها نتیجه میخبریم "9۵ - ظ و 
مر 9 ربا براین‌دوملت ۸80 و ۸۱80 
فسات ای وف منافتظ. 


۹ شخل [ ۱۲-۳ ) 


تمر .بن 

۱ - ابت کنید که میانه‌های نظیر دوساق هرمتلت متساوی‌الساقین مساوی یکدیگر ند . 

۲ - ثابت کنید که نیمسازهای زاوبه‌های داخلی مقابل به‌ساتهای هر مشلث متساوی‌الساقین 
مساوی یگدیگر ند . 

۳ - ثابت‌کنید ا کر سه زاوی دانعلی مثلئی مساوی یکدیگر باشند » سه ضلم آن مثلث نیز 
عساوی یگدیگر ند . 

۴ ب پر قاعدة :196 ازمثلث متساویالساقین :۸196 دونقطة 96 و ۷ را چنان اختیار می کنيم 
که :۷0 ع 8۸1 باشد و اين نقاط را به‌راس ۸ دصل می‌کنيم . ثابت کنید. مثلث ۸۱۱۳ 
متساویالساقین است 

۵ - درمثلت متساوی‌الساقین ۸1 در دونقطة 9و ) دوخط بردواق عمود می تیم 
تایگدیگر را ذر نتطة (] قطم کند ؛ ثابت نید ۳(] -:۳] 

۶ ثایت کنید اگر دومشلت متساوی‌الساقین قاعده مشتر لك داشته یاشند , خطی که دو رأسی 
آنها را به‌هم ومل کند از وحط قاعده می گذرد . این خط چه‌خاصیت مهم دیگری دارد.* 


# درعلتی که‌يك زاوربه آن قا مه با سنق جه پاشدك: سید ار تفا ع آن‌دا رسم ۷1 


حالت سوم تساوی در مثلث (ض‌ص‌ض)] - قبلا اشاره شد که | گر سه قلم از مثلتی ۳ 
سه ضلم ازعثلت دیگر ساوی باشند » دوسلت ماوی یکدیگر ند . اکنون با استفاده ازعاصیتهای 
متلث متساوی‌الاقین عی‌توان قضیه دا ثابت کرد. 


فرض می کنیم‌دردو مثلث :)۸19 و ۵8۳0 (شکل ۱۳-۳ 0 و و )۸ 


و 0۲ ر1 باشد . 


۳ 6 ) 
شکل (۱۳-۳) 


برای اثبات تسازی در ثلث ۰ وارون مثلث ۸۱16 دا (طبی سأله قبل) می‌سازيم و آنرا 

"7 مي نامیم. لك ۸۵۳8۳6۳ دا مانند شکل (۱۷-۳) پهلوی ثلث :۸۵6 قراد عی‌دهيم . 
ار بُقطة ۸ به ۸۳ وسل‌کنيم در مثلت ۸8۸۳ - 

۲۱ 


و در مثلث ۸6۸ . 
7 ۸/۸ ج ۸-0۸ ) 
از جمم کر دن دو رابطه اخیر ای 
توان نتیجه گرفت ؛ 
زا ۱ ار 
ی سم نز 
پس دومتلت ۸86 و ۸۳۳۳0۳ با بل (۱۳-۳) 
و :۸۱8۳ بحا لت ف‌زش‌مساوی یکدیگر ند . 
تسادی ددمثلث متساویا لساقین - با استناد به قتضیه‌های قبل یه آسانی می‌توائید تا بت 
کنید که : 
قضیه ۱ سس اگٍ دد دو مثلك عقسادیالساقیین بل سا و زاویه رأس +: یلك مثلث بابلد 
ساق « زاویه اس از لت دی باب باشنده اد ده عتلت اند اي دض 
قصیه ۲ ت اگ دز دو مشلث متساذق‌السافیین فاعده و چلك زادیه عجادد قاعده از یکی با 
قاعده و پك زاویه عجادد قاعده از دیگرق برابر باشند» آن ده شلف با برفد ۱ ز خی زا 
قضیه ۳ ب 1 دذ ده لك متسااق الساقیین قاعده و ساق از بکی با قاعده و سان !۱ 
دیگرگ برا بر باشنده آن. دو مثلث. برا بر ند ( یخی خی ا: 


(۵-۱) -مثلث متساوی‌الاضلاع - 
منلتی دا که سه ضلم آن ماوی یکدیگر باشند 
مثلث متساوی‌الاضلاع می‌گوبیم (شکل ۰.)۱۵-۳ 

يا توجه به خواصی که از مشلت متساوی 
السافین می‌دانيم می‌نوان گفت : 

۱ - درهرمللث متساویال ضلا ع ادقفا غ .میا نه 
نیمساز زاویا عقا بل وعمود منصف نظیر هرضلم برهم 


ات ثعل (۱۵-۳] 
۲ - ذل ظو مشق عتسا دق ضلا ۲ سه زاویه عسا وگ 
یکدیگرن . 


۴ - مثللی که سهزادبة آد مسادق یبکدیگ با شند عتسا وال اضلا ع است . 
بس : مشلث متساوی‌الاضلاع همان سه‌ضلمی منتظم است . 


۳ 


جرین 

۱- هريك ازعبارات زیر را چنان کامل کنید که يك گز ار درست حاصل شود ۰ 

اگر در دومثلث سه ضلم نظیر به نظیر منساوی باشند » میانه‌های نظیر .... یکدیگ ند. 
- ار در دوسلت متسادی‌السافین يك ساق و قاعده نظیر به نظیر متساوی باشند وو مت بر 
- یل که منه زاوية آن مساو یکدبگر باشند يك مثلث + ۰.۰ . است . -مثلث متساوی‌الاضلاع 
ءثلثی است که سه . ., . ,ان مساوی یکدیگرند  .‏ در دومثلث متساوی اجرای متتاظر زارتناعها: 
سمساژها. میا نه‌ها ). . 

۲- قاعده بك مثلت متاوی السافین ,۸۳4 دا از دو طرف نا ۸ و ۲ به يك اندازه 
امتداد داده ده نقطة ۱ ۶ ۲ را به ر اس وصل می نیم . ثابت کنبد لا ع بش 

۳ ثابت کنید. اگر نَفطة ۷ واقم برارنفا ع يك مثلت مساوی‌الساقین رابا دو پاره‌عط 
به دو رأس قاعده و صل کنیم ؛ پار»خطهای حاصبل مساو ی بکدیگر ند . 

ب- اگر درمشدث ۸86 از راس 9 عمودی برنساز زاویه ۸ فرود آوریم تا آد را در 
ننطه ۷۸ و ضلم ۸6 را در نفطة 8 قطم کند , ثابت کنید ۸8 < ۸8 است , 


(۶-۱) - نامساو بهادر مثلث 

اصل ناه‌ساوی مثلثی - هر گاه ۸۵ و ] و :) سه نقطه دلخواه بساشند 9+6 ۸۸ 
( تساوی مزبوط به حالتی است که ۸ 
و 13 و ن) روی يك خط زراست باشند) . ۳ 

فضیلا ! - دز هر ملد هر ژاویة 
حااجی از هر زاوی ااحلی غی مجاود 
ای بدگت است . ات 

برهان - زاوبة خخارجی )۸ ف (ت: 
از مت :۸16 شحل ( ۱۶-۳ ) دا دد نظر فرفته میانه 8 نظیر ضلع )هر را ارنقطة ۷ 
به حائب حارج متلت یه اندازه (]/۱۷- 8۸ امتداد می‌دهيم و پاره خط 19 را رسیم 
مي کنیم؛ ار تساوی دومثلت 90۸۸ و :۷8(] نتیجه می‌شود که ,نا مر < ۸ مر وجود ننطة ۷ 
بین ن) و ۸ است ۰ ۷ در داعل زاوبة ۸۸۷ قرار می گیرد و (ن) در داخل آن زاویه و اقم 
می‌ شود پس ثأناه مر جزئی از زاویه نار است و در نتيجه کو چکتر از آن اسنت . بثایر این 


تا کار 
اد سک 


می‌توال نوشت ؛ 


همع > هعرج | 


۳۳ 


همین تر ثیب با استفاده از ژاویة يین 96 وامتداد :۸6 می‌توال ثابت کرد۸6 7 29 

قضیلا ۳ - ار دز متلشی دوضلم نا برابر باشند ۰ زادية عقا بل به ضلم بزدگتر از زاوی عقایا 
به ضلم کوچکتر : پزدگتر است ۰ یعنی؛ 6 / 92 ۸ج ۸6۸8 ۰ ۸۸86 

برعای - در ناثا۸ ۵ (شکل ۱۷-۳ ) ۸ 
که دران ۸6/۸ است »برضد ۸6 پاره‌خط ۱ 
۸ زاماوی ۸۵ حدا کر دهتقاط ]و 8 راباخط 
راستی به‌هم وصل می کنیم. ملاحفاه مي شود که. 
۱-۰ مج ۸8 ۸۸۱ ۸۷8۰ ۸ 
بر 3( 


وار اين دو رابطه تتبجه می‌شود . 


خشخل (۱۷-۳) 


نم جر ,9 مر ۱ اما نقطه ۷ نون دو نعطد ار و با واقم ات : بنا یر آپن ۳۳۷ نیم خطی د اخل ۳ 
است ودر اتیعه از ۳۵ حزنی ار زاویف 8 و کوچکتر از آن است » پس » 


مر ۳ ۳4 
72۷6 

قضیلا ۳ ( عکس قضیا ۲ ) - اگ دد عتلنی. دو (اوبه نا پرابر باشند : ضلع دوبه‌روی زاویة 
پزدشتر ۰ بزرگتر است از ضلع :و به(وی ژاوده گو سکن . 

بنی : ۸8 ۸0ج 26۱ 5 ۰۱ ۸۸86 

بوهان - اگر دراین مثلث ۸18 <<:۸ نباشد » ناچار کوچکتر از آن با باآن مساوی‌است 
ابا اگر ۸۵ )۸ لازم می‌آیدکه :)/م --9 مر و این خلاف فرض است ومی‌دانیم که چنین 
۴ 8« باشد ؛ به موجب قضیه قبل باید نام > مر واین نیز خحلاف 
فر خن است ودرست نیست یعنی ضلع با از مثلث مفروض نه می‌توانه مساوی ۸8 باشد ونه 
کو چکتر از آن ۰ پس ۸ ناش . 

این نوخ برهان دا ها خلف می کو ثم « دد بر هان خولت درست نبودن علاف حکم 
زا با دسیدن به يك تتاقض ثابت می کنیم . 


<< مج ۱ 


تمرین 
۱ - عبارتهای زیر را چنان تامل کنید که گز اره‌های درست تیه شو ند . 
س از اوبا برولی مثلث زاویه‌ای است که ... . - دد هر مثلث هرزاویة درونی ازذاویابرونی 
که بجاو آن باشد ...- برای‌آن که درستی گر ار‌ای را از داه برهان خلف ثابت کنیم: ثا بت 


۳ 


می کنیم که ات الارست میسست ‏ ۳۳ ط سل 1 
۲- لیمساز زاویا دونی ۸ از مت ۸86 ضلع 196 دا د نا 00 فطع "ی کند + #ابت 7 


کید 9۸۶51 و ۸0 . 
قضیا ۴ س از هر عشلمث هر خلع از عفاخل دوضلم دیگر و( اس یعتی اگر اندار مها 
افلاع مثلث :۸89 را به ترتیب با ۵ و ظ و6 نمایش دهیم : »-9<ه 
پرهاایب بنا برراصل‌نامساوی مثلئی درهرمشلت ۸۵6 ۸ 860 +۸8 با اک دی. 
حال ملاحطظه می کنيم که : 


640 2 ۲ 


عس عو ۳ سس 


| چت 6 646-6 چت ۱ 


۸ 80 مر ۸۵۸۳ 


قضبه ق هرگاه ۳ لسع ۱ همست با دو شصلم 1 هتشر دنر ۷ كت اس (وبه‌ها کی سل 
ای الا ع دز ده مت متساویی نباخند » عثلئی که آی زاویهاس بردگه باشد ضنم سوم ظم 


بزر گتر است . 

یعنی ؛ - ]۸ 

090 چت ۸0۱ ۸ 4 ۰ ۸0 م, ۸9 
۸ <۸ ۶ 

پزهان س هم اس ۳ 
اندازة ۲ دا به 
صودت ,)۲۳۳ ۸ جنان 
برئلث ۸86 قسراد 
می‌دهيم که ۸۳9 بر 


مسادی آن ۸ منطبق 
شود و اضلاع ناش و 
در يلك طرف 
غلم ۸ قراد کیر ند 
(شکل ۱۸-۳). چون ۸۳ << ۸ مر است دد این حالت ضلم "۸۳6 دد داخل ۱9۸ 7 
واقع می‌شود و اگر نیمساز 0۸6۳ زا رسم کم » و اين نیمساز ضلم 86 را در نقطه 0 
۳۵ 


نکل (س«) 


قطم ند ٍ 
۱0/2 چت [ ۸0 ]۸ خر (ض رز ض ) ] 
و در مشلت ۱ ۳ 
اج 00۳6 +8۳۵) چت ( 9۳0 < 00۳ +0۳0 


قضیا ۶ ( عکی قضیلا ی ) - هرگاه دو خل ۱« مثلنی با ده ضلیع ا« مثلث دیگر وان 
باشند اما للم سوم آ نها عتساوی نباشند ۰ مثلثی که ضلم سومنی بزدگتر است ژاوية مفاین به 
ضلع سوم هم بزدگتر است . 
صورت قضیه را با نمادهای ریاضی بنویسید و آن را با استفاده ار رابطه‌های زیر باب هان 
خلف ثابت کنید : ... (نماد کورا بخوانید+ کوچکتر نیست از) 
0 :90 چت ۵ مد هام 
ات ۱ 860 


0 سب ۶۸ >۸ 7۶ 
ات 860 


راز 


تمرین 

۱- کدام يك از گزاره‌های زیر درست و کدام يك نادرست است ۰ 

- درهرمثاث متساوی‌الساقین مجموع دوساق بزرگتر از قاعده است , - هر مشلت 
متساوی‌الاضلاع فد عواص يك مثلث متساوی‌الساقی را دارد . - در هر مات متساوی - 
الساقین فرساق بسزر گر از نصف قاعده انست. 

۲- آیا ملثی وجود دارد که انداژه‌های سه ضلح آن ۴۰۸ و ۷ سانتیمتر باشند ۲ 
جر | ۲ 

۳- ثابت کنید درهرمثلث هرمیانه از نصف مجموع دوضلم مجاور آن‌کوچکتر است . 

۶ - ثابث کنید که درهر مثلث متساوی‌الساقین ارتفاع نظیر قاعده از هسريك از دو ساق 
مشثلث کو چشتر است . 

۵ - ثابت نید و ناصله‌های شب نقطه داخل مثلث از سه راس از نصف مجموع 
سه صلم مخلیت:بزو کن است:: 


۱۴ 


( ۷-۱ ) - مثلت قائم الز اه - لت 
قاثمالزاویه مثلی است که یکی از ذاویه‌های آن قائمه 
باشد . به بیان دیگر ؛ مثلت قا ثم ااز او یه ملللی است 
که دو ضلم آن بر هم عمود پاشند (شکل ۰۱۹-۳ 


یا سب ۰ نمی قو ۱ ند بپسي 1 دلث 5 به 


قا مه داشه باشد: 

برهان - فرض می کنیم در متلش ۸۷ زاویه هر فائمه است . بس زاویبه برونی لت 
در راس له نیز قائمه است و از هر زاوپه درونی غیر مجاود بزر کر می‌باشد. یعنی زاو بهای 
۲ و ب) حاده فتند. 

در هر مثلث قائم ال اویه ضلم عقا بل به زاویه قالمه دا وتر می گو بيم: مانند وثر ن] از 
متلت قائم‌الز اویه ۸9۲ که دد آن ت۸6 | ۸ و در نتیجه ٩۰۳‏ - هر . 

حالتهای برابری دو مثلث قاثما لز او به 

فضییه ۱- اک دا دومثلث فا لهالادیه خلمهای زادیه فالمه اذیکی با خلمهای زادپه قالب 
از دیگرق ۱ نظیر به نظین) برابر باشنده آی دد مشلث برابرند خی ز طی۰ 

قضیه ۲- اگر دد دومثلك فا نمالزادیه بلد ضلم زادیه قالمه و زادیه حاده مجادد بان شنم 
از بك ملد با پك ضلم زادیه قالمه و زادیه حاده مجادد بان از مثشك دیگر برایر باشنده آث 
ده مشلمث برا مرند ۱ ذ خی ذ 

قضیً ۳ - اگر ده ده مشلث قالمازادیه بلدضلم زادية امه وذاوية مفاپلبهای خلم 
یکی با يك ضلم زاویه قا لمه و ژاویه مقا پل بان ضلع از مثلث دیگر برابر باشند ۲ ندو 
لك پوا پرند (اپن قضیه ۱ درصفحه۳ ۴ ثاپت خواهیم‌گرد): 

قضیلا ۴ م اگر دد ده عللث قا نم‌الزاویه + وتو و یك ضلع زادیه قائمه از پلث مثلث با 
وتر و يك ضلم خادبه قالمه ا: مت دیگر دای باشند + ی دو مشش باپوند . 
8 ۳ 


اثبات قضیه اخعیر به عهده داش آموزان است. 
زاهنما پی - شم اندار ۶ پك مثلت را 
ساخته و آد را چتال در مجاورت مثلث 
دیگر قرار دهید که وترهای مساوی دو 
مثلث برهم منطیق‌شوند و دو رأس زاویه.. ۸ 
های قائمه مطابق شکل ( ۲۰-۳ ) دد 


طز لین ونر مشترله قر ار گیرنف و....: 


۳۷ 


قضیه ق - اک در ده عثلث قاثم الرادیه وثر و يك زادیه عاده از یکی با وتر و يك 

زادیه حاده ا(دیکری پیا یربا شنده آی دو مثلك براورند . 
۸-۰ هم 
۸۸۱۳۵ -<۸۸۳0) چ 0 ی ۳ خر ۸۸۵ 
۶-28 

پوهان - هم اندازة مثلث 0۸ را چنان بر مثلث 130/۸ قراد می‌دهيم که وتر "16 
بر ساوی آن :1960 منطبق شود و دو داس ار و اور از دو 
ءثلث در يك طرف وتر مشتراه قراد گیرند (شکل ۲۱-۳) 
در این سالت حون راسه.ا و اضلاع 6 و 13۳0 از در 
زاوية متسادی 1 و 9 را بر هم قراد داده‌ايم ؛ ناچار دو 
ضلم دیکر نیز بر روی هم فراد می گیرند . یعنی امتداد 
۸ برخط 3۸ منطبق می‌شود . می‌توان ملاحظه نمود که ۱ 1 
اگر دد این وضم ؛ نقطة "۵ بر انقطة ۵ متطبق نشوی لذوا ۵6 ۳ 
مثللی‌ما نند ۸ورن) باید وجود داشته باشد که در آن زاوية شکل (۲۱-۳) 
داخلی ۸ و زادیة عارجی ۸ هر دوقانمه دساوی یکدیگر 
باشند ؛ می‌دانيم که این عمکن نبست ۰ پس قاط ر و ۸ بر هم منطبق می‌شو ند و دو مت 
یکدیگر را می‌بوشانند » بنابراین سادی یکدیگر ند . 

تمرین 

۱- در مثللی يك ضلع ۱۴ و دیگری ۲۰ سانتیمتر است و ضلم سوم دوبرابر یکی از 
آنهاست ؛ اْدازَمٌ آن چیست * 

۲- ثابت کنید در هر مثلت فائم‌الز آویه هرضلم زاویة قائمه از وتر کوچکتر است . 

۳- ثابت کید که درهر مثلت ارتفاع نظیر هرضلم ار نصف مجموع دوضلم دیگر کوچکتر 
۳ 

ثابت کنید که در هر مثلث متساوی‌الساقین ارتفاعهای نظیر ساقها مساوی یکدیگر ند 

۵-ثابت کنید اگر در مثلشی دو ارتفاع مساوی باشند » مثلث متساوی‌الساتین است . 

۶ پاره‌خطهایی که از وسط تاعده يك مثلث متساوی الساقین بردو ساق آن عمود می شو ند 
دساوی یکدپگر ند , 

۷- پاره‌عطهایی که از يك نفطة واقع بر ارتفاع يكه مثلث متساوی‌السافین بردو ساق آن 
عحود می‌شوند ؛ مساوی یکدیگر ند . 
۲,۸ 


(۰ 


۲ خطبای عمود رهم 


 )۱-۲(‏ یات آوری ٩‏ شناسایی- قبلا گفتیم دو خط وقتی بر یکدیگر عمودند که 

از بر نعورد آنهادوز اویمجانب‌متساوی پدیدآیند. می‌دانیم که دراین صورت هرچهار زاویه گوژی 
که از ثلاتی دو خط پدید می‌آیند مساوی بکدیگر ند و هريك از آنها يلك زاویذ قانمه است . 

مسثلةه - می خو اهيم از نقطة () وافع برخط 4 خطی عمود بر آل سم کنیم , 

حل - بر ای این منظور دو پاره‌خط منساوی 0۸) و 08) را در دو طرف تنطة (4 بط 
8 جدا می کنيم (شکل ۲۲-۳) ؟ به مر کزهای ۸ و ظ و يك شعاع دلخواه دودایره چنان دسم 
می‌کنيم ئه در نقطه‌ای مانند ) 
مشترلك بساشند ( شعاع عشتر لد 
ایند ایر ها می تو اند کاماا انحتیاری 
یناهد؟):: تعطه را ید تنطة 0 
وصل می‌کسم۰ 1:4 06 است 
( چرا؟ ) , 

بلاحظله عی‌شود که 40۱ 


و می‌دانيم که هر راویه فقط يك 
یمساز دارد .. بنا براین_ می وان شکل (۲۲-۳) 
گت 

قضیه ۱ -دد هر صفحه از هر نقط؛ دافم بر حطی ؛ يلك خط + و فقط بك خط عمود 
بو آ ده می‌توان دسم کود . 

عال ثابت سی کنیم ند . 

قضیه ۲- دز هر جفحه از هر نقطه داقع دز خادج یلك خط زاست. پلك خط : و فقط 
يلك خط عمود پر آین می‌توان زسم کرد . 

پهان - نقطة دلخواه ]۷ واقم بر عط 01 
را به لقطهٌ 0 دصل می کلیم . اقر نیم عط ۷( 
بر حط ۵ همود باشد » درستی قسمت ارل حکم 
ثابت است . و اما ار 40 بر خحط 0 عمود 
نباشد ,#۷ دا به راس ۷۱ ومساوی ,الا بر 
4 و در طرف دیگر آن با کسرده و بر صلم دوم 


اين زاویه باره خعط )۷۲ دا سادی ۸۲0 جدا می کنیم و نقطة 6 دابا حط راستی بسه 
نقطهُ () وصل‌می‌نماییم (شکل۲۳-۳)؛ پاد‌عط 00 خط 0 دا دد نقطه‌ای مانند 11 قطم 
می کند (عجرا ۲) , می‌توان دید که : 

۵( چت 1۱,۱ ام ات ۸0۸۱۲ ۸0013 (ض ررض ] 

عال باید تابتاکم عمودقنگه از ابر خط 8 رسمسی‌قوه فقط یتقی است؛. براه 
اثبات این موضوع ملاحظه می کنيم که اگر خط /0۲ نیز برعط 4 عمود باشد و ]1 و۲ در 
نقطه متمایز از خط 4 باشند ۰ لزوما باید مثلثی مانند 0141۷ وحود داشته باشدکه زاوية 
خارجی ۲۱ آن با ژاویه داحنی ]۲ که مجاور آن یسب مساوی باشد و اين ممکن نیست . پس 
نقاط [] و ۲۲ نمی‌نوانند دو نفصه منمایز باشند و دو خط [1() و 0۲۲ که هر دو بر خط ل) عمودند 
برهم متطبیی و يك‌خطند , تابر آين غطي که از نقطهُ 0 می گذرد و برعط ) عمود است ققط 

ظر بقل دیگر دسم خط عمو د - بر ای 
اپن که از نقطة 0 و اقم درخار ح خط 0 
خطی بر آن عمود کنيم , نفطه ای مانند ٩‏ 
پرخط ۵ در نطر گرفته و به مر کز 0 و 
شما ع /() دایره‌ای رسم می کیم که باخط 
۵ در نقطه دیگری ماند ۳0 مش لد باشد 
(شول ۲۴-۳) . به مر کزهای هر و 8 و 
با يك‌شما ع دلخو اهدودابره رسم می کنیم؛ شخل (۲۳-۳] 
چنال که در نقطه‌ای‌مانتد () مشترلشوند. تقاط 0و 0 را به یکدیگر وصل می کنيم + حط 
"(ا() بر خط 4 عمود است ( جرا؟ ). 


تمرین 
۱- نقطه‌ای در ددون يك مثلث در نظر گرفته و آن را به دو راس مثلت وصل می نیم ؛ 

ابت گنید زاوپه‌ای که دراین نقطه بین دو پاره‌غط مزبور تشکیل می‌شود از زاویذر اس سوم 
بزر گتر است , 

۴- در مشلت ۸96۰ ۰ ۸-۲ و ۸-۳ و 9-۴ سانتیتر است ؛ زاوبه‌های 
مثلت را به ترتیب بزرگی اندازه آنها نام ببرید , 

۳- لفط ۴ دا در داخعل عتلك متساوی‌الاقین ب)3ا۸ به اس کر چنان اختیاد می کنیم که 
۳6<8 باشد ۰ ثابت کنید ۳8۸ مر ۳6۸ مر 


۳ 


۴- با استفاده از حط کش و بر گار ءثلت قائم‌الزاویه‌ای رسم کنید که اضبلاع زاوية قائمةُ 
آن به ثر ثیب و ۴ سانتسستر باشند . اندازه وتر اين مثلث را با خط کش مدرج تعیین کنید . 

۵- مدات فائم‌الز او به‌ای بسازید که يك ضلم زاویة قائمه آن سه سانئیمتر و وتر آن ۵ 
سانشمتر باشد . پس از رسم مثلث اند از ضلم سوم آن را با خط کش مدرج تعیین کنید , 

#۶ چهاد نسم خط 0۷۰02۰0 012 با همین تسرتیب درصفجحة ۳ واتعند و 
از ۷() و 0 | 2( , ثابت دنید ۷ مر حد 10۱۷ مر 


(۲-۲) - عمودومایل - 
نایبت کر دیم که ار هر نفطة () وانم 
درخارج هر عط 0 مقط يك خط (۳() 
می‌تو ان بر آن عمود گرد , پس هر 
نیم خط دیگر ۱4() به مبدا () که خط 
1 را در نقطه ای ماند ۷ تطم کند , 


کل ۲۵-۳ 


بر خط 0 عمود یست , خطهایی را 
که از نقطة 0 می گذرند وبرخط 4 عمود نیستند نسبت به این خط مایل می گویيم . بدبهی 
است که از هر نفطه 0 به تعداد بی‌شمار خطهای مابل نسبت به خط 4 می‌توان رسم کرد ( شکل 
۲۵-۳) ۰ 

محل نفاطم خطهای عمود ومایل سبت به‌خط 4 با اين خط را بای همود با پای مابل 
می تویيم ؛ مانند نتاط !] و ۸ . اصلذ ننطة 0 از پای عمود انداز؛ عمود و فاصله نفط 00 از 
پای مایل انداز؛ مایلی که ا نقطهٌ 40 می گذرد نامیده می‌شود. بن اندازه‌های عمود ومایلهایی 
که از يك نقطه نسبت به يك عط راست رسم شوندر ابطه‌هاییو جوددارد له آنها را یاتضبه‌های 
زیر بیان می لنیم : 

کتشية ۱- اگو از بند نقطه 0 دافم دد خا(ع بلك خط: عمود 41۷ : چند عایل نسبت به ان 
مس ۳۳۴ 

۱ - انداز؟ عمود از انداژ؟ هر عایل کوچکتر است . 

۲ - هر دو عایل که پاي ۲ نها از پا عبود به يلك فاصله است متا دیند . 

۳ - از ده عایل آن که پایش از باق عمود دوزتر است بزرگتر اسث . 

پرهای -۱- اگر 01 و 0 بت به خط 4 به ترتیب عمود و مایل باشند (شکل ۲۶-۳) 
در مشلث فائم الز اویه 011۸4 : 

۰-04 0۱۱ جست ۲۱ سر 0۷۱۲۱ #ر 
۳1 


۳" 


۳ دو مایل 0 و 0۱۷ چنان رسم شده باشند که ۲۲۷ - ۲۱۳ باشد . 
۳ - در مثلث 0۳۷۲1 ز اویذ ,۲۷ يك زاوبه برونی است ؛ پس ۰ 
9 الب ب جح( "ه 21 ۱سا 2 
نا بر این می‌توآن نوشت ؛ 


" باص ۵ * 
۷ (() جت ۴ مر خر ۷۸۱ کر چ یت ۳ 


قضیه ۳-اگر نقط () دز خا(ج خط 


() واقعم باشد : 

۱ - گونا هتویی چازهعطیی که از ده 
طرف. به نقطه (او عط ) سحدود است , 
بح 1) عمود اس , 

۲ - گر ده مایا که از نقطذ لا نست 


به خط 4 زسم هي شوند عقساوق باشند ‏ 
پاق! نها اذ پاک عمود به‌یك فاصله‌است , ات 

۳ج اک ۵و عایل که ۱[ نقط؛ () نسبت به خط 0 دسم می‌شوند عساوی نباشند فاصله پاق 
مایل بزدکتر تا پای عمود بیشتر است اذ فاهله پاي مایل کوچکتر نا پاک عمود. 

وهان- ۱ - درشکل (۲۶-۳) اگر 013 کوتاهترین پاده خط محدود بین نقطث0 وحط 4 
باشد ؛ برعط 41 مود است » زير اکه اگر 17( برعط 4 عمود نباشد. باید. پاره خط دیگری مانند 
"۲ بر عمود باشد و در آن صورت عمود ]01 از مایل 011 کوچکتر خواهد بودو این 
حلاف فرضی است و ممکن نیست . بنایراين "011 و هر خط دیگری که از نقطه 0 می گذرد 
نمی تو اند برخط 4 عمود باشد و در ننيجه 0 _| ۳۲( است . 

۲- در دو لت 011 و 0۲۱۸۲ (شکل ۲سع۲): 

03-۷۷ 
1۱۷-۷ جچت. ۸0۱۲۱۷ - ۸0۱1۷ جس 01۱-0۷ 
| 017-۶0۲۳۶۹۰۴ 7 

۳- دد شکل (۲۶-۳) برای اثبات 10۳118 ملاحظه می‌کنيم که اگر 133 از 1310 
نرر کتر نباشد : پس با برایر آن و یا کوچکتر از آن است: اما چتان کسه می‌دانيم ار 
۷ - 110۷ باشد » آنگاه ۷( - ۳() است که حلاف فرض است؟ و ا کر 113-118 باشد, 
آنگاه ۵>(9() است که باز علاف فرض است. یعتی 11 نه برابر 1386 است و نهک چکتر 


از آن» ی ار ]۲1۷ کنر اسستا. 
( ۳-۲)س فاصله نقطه از خط - خط 4 و اقطه 0 غیرواقم بر آن داده شده‌اند ,از 

نقطه ل) تخطی بر 41 عمود می کنيم تا آنر.ا در ئ 

1 یم ان ,| نل از و با هط الا | ۵ له تعحره 


0 از خط 4 می‌ناميم (شکل ۲۷-۳) ۰ فاصله 


يك نقطه واقم بم يك خظ از ان نقط را 
صقر لعر بل می دنم . اس 


کل (۲۷-۳] 
ثمرین 
۱- فاصلهة قطه ۷۱ از حط 0سادی ۳ سانتیمتر است انقاطی از خط 0 مشخص کنید که 
از لقطهٌ ]۷ به فاصلهٌ ۲ >> > ۳ سانتیمتر باشند. . 
۲ نیم ‌خط ۷۱۷ و ننطه () در حارج آن مفروض اس چنان نله ۷ | 0۷( است , 
مجموعه قاط ۳ از نیم خط ۷۱۷ را تعیین کنبد که فاصل آنها از نقطه ) در رابطه ۷0۷ << ۴() 
ین کند.. 


۳سم ثایت کنید که دو راس غر مثنن ازمیانه مرسوم از رأس سوم يه‌يك فاصنداند , 
۴- گر از نقطة ۸ عدود ۸ و مایلهای ۸6 و ۸8 را نسبت ببه حط 8 چنان رسم 
کنیم که نع ن6(]باشد » ثایت کید )کر رانا گر 
(۳-۳) - عمود مبصف پات باری خط - عمود منصف هر پاره تعط نعطی است که 
از وسعد آن باره‌خط می گذرد و بر آن عمود است , هر پار‌خط لفط يك عمود منصف ذارد 
( جرا؟), عمردسصف خر پار+عط دار ای خواصی است که آنهارا باقضیه‌های زیرییان می کنیم ؛ 
قضیه و - غر نقطه #افم بر عمود منصف یلك پاده حط از دو سر آد به یلك داصله است . 
ی (18- ۱۸) ج نت 
۱ خن( 
نرهان - پر ای‌اشنات لضیه فلاحظه هي تنیم که 
ذر شکل (۸-۳ ۲ 
8 جح زا 
۷۱۵8۱ ۱ - ۸۱۱۷04۸ ات زا مه لا 
۷ -- [۷() 
۷ < ۸ ][ جح 


۳ 


قصیلا ۲ ( عکس فضیلا ۱ ) - هر نفطه کبهاز دوسر پاده عطی به‌یك ذاصله داد ۰ بر عمود- 

عنصف ی پازاعط واقم است . 
۸0-۱ 
یعنی در شکل (0۲۸-۳: ۸۲ 0031 چس ۱ 
8 -- ۷۲۸ 
| اشات به عهدء داش آموز ان تا ] 
از آنچه دز شند. می نوان تتبعه گرفت که 
8 ۸۸ جه ۸۱ 1 0 : 03 < 0۸ 

با توجه به رابطه‌های قوق گاهی دو قضبه ۱و ۷را با هم و به‌صورت زیر بیان می کنیم: 

قضیه - هر نقطه وافع بر عمود عنصف بل پازعط از دو سرآن به‌دلد فاصله است و به‌عکی . 

سم عمود منصف بات پاده خحط - بر ای رسم عمودمنصف بك پاره‌خط شافی است دو نفعه 
از آن را مشخص کنيم, اگر به‌مر کزهای ۸ و 9 و به‌يك شعا ع دو دایره رسم کنیم که نقطه مشتر 2 
داقته ,باختد: آن ننطه از ۸ و 8 هك فامبنه است و بنابر این نقطه‌ای ار عمود منصف پاره‌خط 
8 ات , پس اگر دو نقطه از عمودمنصف زا 
ه تین طریق مشتفضن گرده و به یکدیگر ول 
کنیم ؛ عمودمنصف بارمعط ۸8 رسم می‌شود 
( شکل ۲۹-۳ ). 

می نو آن ملاحظه نمود که دودابر؛ مز یور 
در صورتی نقطه مشتر لك نو اهند داشت که اندازة 
شعاع مشتركك آنها را چنان اختیار کرده باشیم که 
لت ۸٩۶‏ پدید آبد و برای این منظور باید 


اشته باشتت» 


۱ ( ۳سا ۳ 


۸8۱ 2 )۸۷ ) چچت (۸8 ۱۸۸۲ چت ۵1 ۱۷۸4-۷۱2 
بنا پر این برای دسم عمود منصف شعا ع دایره‌های مز بود دا بزر گثر اژنصف پاده عط ۸ (ملثلا" 
تمام ۳8 ) باید در نظر گرفت و دد ایسن صررت دو دایره دو نفطه سشتر له ۷۲ و ۷ داد ند و 
معبرد سشصف پاره عط ۸۸8 ؛ با این در اقطه مشخص می‌شود . 


(۵-۲) - شوط لازم 9 کافی- ا گريك فضیه وعکس آن هرده درست باشند؛ هر يك 
از دوقسمت تضیه را (فرض ونتیجه) شرط کافی ولازم بر ای نسمت دیگر آن می گویيم و در این 
حالت نضیه وعکس آن را با يك گز ار دوشرطی بیان می‌کنيم , چنان که می‌توان تضابای فوق را 


۳۴ 


به‌هريك از صورتهای زیر بیان کرد 

۱- اگر نقطه ای بر عموده‌نصفب يك پارء‌عط واقم باشد» ازدو سر آن باره‌حط به پك فاسله 
است و به عکگس . 

۷- نقطه‌ای از دوسر يك پاره حط به‌يك فاعیله است ا گر و تنها ار برعمود منصف‌آن 
پاره عط واقع باشد. 

2۳ شرط لازم و کافی برای آن که نفطه‌ای برعمودمنصف پاره‌عطی واقم باشد آن است 
که از دوسر آن پار‌خط به يك فاسله باشد . 


مثال ۳ - ابت کر دیم که در ظر مثلت ۰ نا جد باش - ۸۱9۵ 
۸9-۲ چت 79 ام 


از تر کیب این دو رابطه می‌توان داشت ۰ ۸7/8 )۸ جه ۸ -۸8]: ۸ ۸ 

یی ساوی دو ضلم مثلث شرط لازم و کافی برای تساوی دو زادیا مقابل به آل دو 
صلم است و تساوی دو زاربه از مثلت شرط لازم و تافی بر ای ساوی دو ملم مقا بل به آن دو 
راویه بعی متساوی‌الساقین بودن آن اس , 


نهر بن 

۱- کدام يك از گزاره‌های زیر درست وکدام يك نادرست است ؟ 

- صود منصف هر باره معط نها علی است که بر وسط آن پاره نحط می گذرد. - عمود 
منصف هرپاره نعط تنها خی است که همه نقاط آن از دوسر پاره حط به‌يك فاصله‌اند. - عمود 
منصت هر باره خط تنها خطی است که هر نقطه‌اش از دوسر پاده خط به‌يك فاصله است: 

8 ۸) چس ( ۸ 0۷ , ۸۵-08 , 0۵6۸۵ ۱ 

۲- ثابت کنید هر گاه عموده‌نصمهای دو ضلم مثلثی در نقطه‌ای سانند 0 متقاطم باشند ؛ 


قظه 0 ار حه رس ععلتن .به. باه فاسله. است.. 


(۶-۲) - نیمساژهای ز اوبه‌های 
بین ذ#9خط - دوعط ۱ و ۷۲ را نه در 
نقطه 0 مشتر کند در نظرمی گیر یم (شکل ۳۵-۳). 
چنان له مي‌دانيم دو نیم‌خط 002 و 2() وود 
دارند که یکی ۷)(۲ "مر و دیگری راوبة مجانپ 
آن یعنی ۲۷۷ مر را نصف سی کند وآنها را 
نبه‌سازهای ز او به‌های‌بین‌دو خط مزبورمی گوییم. 


۳۵ 


سسازهای زآویه‌های‌بین دوعط دار ای حو اصی هستند که آنها رابا قضایای‌زیر ببال‌می کنیم , 
فضیلا 1 - هر نقطذ داقیع بٍ نیمساز يلك زادیه از در ضلع آد ژاویه به یلك فاصله است . 
یعنی در شکل (۳۱-۳) : ۶ مر << ۷۷2 مر 
۷ - ]۷۱ چ ۷2 
| 0 ز 0*۷۲ ز ۱۱۲۱ 
برها ی - بر ای اثبات قضیه مللاحظه می نیم که در دو مشتت (۲۳۱۷) و ۲۲۲۱() . 
۱ ۹۷۵ مر -- ۷۱۱0 مر - ٩۰‏ 
۲ ۷۱۱2۰ چت- ۸۷۱0۲۲ ۸۷/011 چت ۱ ۲۷ - ۱۲۱) 
۷ کر ۰ ۱۱)۱۲۷ ۸ 
تصیه ۳ ( عکس فقضیا ۱  )‏ ۱ 
هر نفطه که از توخط عتقا طم به بلد سس 
ذا صله با شد+ توفیمساز بقی از زاویه 


۱ ط بسچ مر 
ال ۳ ۱ و ده حط واقم : 7سحت_ ۳ ۷ ری 
‌ ۳ 


قضیهة زا با تنادفاق. زیاشی بیان ی ۱ 
ون 
کنید و بعد ثابت کنید , 


۱ ۱ ۳۳۱-۴۱ 
از آنچه.د گر شد من نوان دید 


که در اینجا نیز يك ققبه ه عخس آن هرده درست هستند ؟ بعی دو قضیة بك شرطی بالا را یه 
صورت بك قضیهٌ دو شرطی یا به صورت يك شرط لازم و تافی به شر ح ذیرمی توان بیان کرد : 

قضیه - خرط لازم و کافي براق آن که نقطه‌ای ۱ ده عنظ متقاطع به دنك فاصله باشد . 
ی امسیت: 4٩‏ اب بیس ی تتوجههایی بی: اجه داقسه باشد . 

ار سیم لستسار شاق 
زر او بای نمن‌د9 خط - بر ای 
رسم بیمبیار زآوید ریین.دو 
سم‌خط ۸() و 1۲) بر آنها ده 
پاره‌عط مساوی ۸() و ۱() 
را با رسم دایر دای به مرن 
1( و شعسام دلخنواه.جیدا ۷ 
هی کنيم (شخل ۳۲-۳ : 3 


شل (۴۳۲-۰۳ 


+ هزاهخنه آن که فقلک دا۱۱ معسسیافش الصافین: ات ماد وی اه راوید وتف 


۳ 


باره‌خط: 49 باشد. پس | گر بهسر گزهای. ۸ و فا و يك شعاء دلخو اه برر کم از 3 سس ده د ار 4 
رعم کنیم که یکدپگر را در تقعطه ۱ قطم کنند ۰ ۷۱۷8 نیمساز ۸۸(۷ مر مشخص می‌شود , 

می‌تو ان دیدکه دار *به‌مر گز()و شعاع ۸بنيم‌حط (٩‏ را هم در نع #رقطم می کند و "۱۱۸ 
عجو ند منصف یار ه خط ۵ ۴3 نیمساز ز اویهذیگ بین دو ۳۹ مر یوار آنشت و لز ۸3 عمو د است( عم | ً# 


قضیاه نیما زهای دوزاویه مجانب برهم‌عمودند. (اثبات به عهده دانش آمودان‌است ). 


( ۲ - ۷ ( - مکان هندسیی - دیدیم که هر اقعله ازعمود منصف يك باره عط ازدو 


سر ان پاره خعد به يك فا له ات و ظر نله صفده نه از دور سر پاز ه حط به بث فا اه باشد : 


۳ 
عضو ی‌از مجمو عد نقاط عدو د منصف آن باره جط می باشد . گو ثیم ؛ ععود منصف هر پارهعط يك 
سکن هندسی است ومکان هندسی نفاطی از صفحه است که از دو سر آن پارهخط به يك قاصله‌اند . 
به طود تلی يك محموعه وقتی هکان هندسی است که ! 
۱- همه تقاط ید دازای خاصیت معیتی پاشند . 


۷۲ساظ نقظه که حعا سینت م‌پوز ز۱ ذاشته باشد ۰ عضو ان مجموعه باظد, 


تمرین 


1- عبار ات زیر را چتان تثامل کنید که هر يك گزاره‌ای دزست باشد : 

الف ) هر ننطه که از دو فلم زاویه‌ای به يك فاصله ناشد ؛ بر.نساز آل ز اویه ... 

ب ) هر نقطه که از يك ضلم و از امتداد ضلم دیگر زاویه‌ای به يك فاصله باشد ,., 

ج ) شرط لازم و کافی بر ای آن که نقطه‌ای بر یکی از نیمسازهای زاویه‌های بین دو حط 
و تم ناف آن. است کد . 

د ) عمود منصف هر باره‌خط مان هندسی تفاطی است له ,,. 

ه) مکات هندسی نقاطی که از دو صلم زاویه‌ای به يك فاصله باشند ,.. 

۷- با بر گار و خط تش و به مك احتامی که تابت ترده‌ايم ۰ 

يك ز اویه به‌اندادة "۵ ۷ دسم کنید. ذاویه‌ای به‌اندازة ۲۵۲ دمم کنید. سس زاویه‌ای 
دسم کنید که اندازةآن ۱۳۵۴ باشد. - ذاویه‌ای به اندازة ؟۷۵ دسم کنید. 

۳- سثاث قائم الز اوبه‌ای رسم کنید فه یکی از اضلاع زاویبة فائمة آل ۳ سانئیمتر و 
زاویة حاد؛ مجاور اين ضلع آن "۴۵ باشد , پس از ترسیم مثلث + اندازة ضلم قائم دیگر آن 
را با خط کنی مدرج و اندارْة زاویه حاده دیگرش را با نقاله تعیین کنید . 

۷- مشلشی رسم کنید که درآن اضلاع ظ -- ۳ سانتیمتر و 6 ۴ سالتیمترو ۸ حد "ه وباشد, 

مدمعلی رن کنید که در آن ۸ ",و و ضلم ۸ ی سالتیمتر و نیصساز ۵ 
مساوی ۴ سانتیمتر باشد , 


۳۷ 


۲ خطهای موازی در صفحه ی( 
(۱-۳)-تعر بف‌خطهای مو ازی زان ۲ 


دو حط داقع بريك‌صفحه رامواای می گوئیم 7۹۳ 

(شعل ۳۳-۳) هر گاهآن دو عط یا برهم منطبق شحل (۲۳-۳) 

باشنده و يا هیچ نقطه مشتر کی نداشته‌باشند « موازک بودن دو عط ,و دابا 0 || ,8 
نمابش میدهیم , 


باره خعطهای مو از ی دو پارده عط دا موازی و یم غر گام امتدادهای آنها با هم 
مرازی یا شنله, 

اصل موضوع توازی (اصل اقلیدس) «نحط ل ونفطه 00 غیرواقع بر آن‌در يكی‌صفحه‌داده 

شلهها ند. از نقطه 0 ب خحیط د نپا يك خحط می توان‌موادی 01 دسم کود. 

افلیدس در کتاب اصول ال توازی را بابیان دیگری عنوان می کند . اما ازییان مز بور 
نیز همین معنی حاسل می‌شود . 

ازاصل تواز ی احکام متفدد می‌توال نتيجه کر فت و بعضی از اين اختام در وی هتتند که 
گر به عنوان اصل موضوع اختبار شوند » اصل تو ازی اقلیهس را پرمبدای آنهامی توا ثابت‌کرد. 


(۲-۲) - نتیجه‌هایی از اصل توازی 

در این فصل مهمتر ین نتایج اصل نو اریرادر مور د خطوط و اقم دریك صنحه مطالید می کنیم . 

#عشیا | ح دز عر صفحه دد عط موازق با یلد عط ۰ مواذق یکدیگرند "خحاحیت قوایا ی 
قوازی ۰۱ 

یت ۰ || جس(858||۵|| ۵:و۵,0۱,۵) 

«عان - ار دو خی ال و ۳ در نقطه‌ای متنا طع بباشند ؛ از آن نفطه دو عط موازی 
دسم‌شده است و این مخا اف اصل‌تو اذی است دفا بل تبول‌نیست» پس 8۳| |81 

قعضیلا ۲ - ۱ هر صفعده ار خطی نی از ده عط متوازی (" قطم کند + دیگوگ (۱ نب 
قحلم می کند . 

بشی: ۸۲ج( 0۱و0۳ 0,0) 

برهات - دوخط وا (شکل ۳۴-۳ 
باید متواذی یا متفاطم‌باشند ؛ اما ار "۵ | 0۳ 
نع اهیم ذاشت : 9( 


۵ چتسه ۱ 
1۱0 


۳۸ 


و اين مخالف فر ضی است ۰ یس ار 0 . 
قضی ۳ - در هر صفحه دو خط عمود بر يلك خط ۰ موازی یکدیگرند . 
یعنی: 0۱18۳جحص(0 ۱ 820۳ و0۳ 0:0) 
ها - دوعط "4 و "6 در یلك صفه‌اند 
تقاطم آنها در يك نقطه ایجاب می کند که از آن 
نقطه دو حعط عمود بر 0 دسم شده بساشد و این 
|| 0 (شکل ۲۵-۳) . 
قضیلا ۴ - دد هر صفحه اگر خطی. بر یکی 


از دوعط مقوازی عمود باشد؛ بر دبگوق بر عمود 


اتوعت شخل (۳۵-۴] 

یعنی: "0 ۱ 0جح(8 زا :0۳6۵:0۱۱8 0,0) 

رهان - خط 4 که بر 0 عسمود است آن را در نقطه‌ای چون ۸ قطم می کند . بنا بر این 
باموازی آن خط 4۳ نیز در نقطه ای چون 8 مشترلك است . ار خط 8۳ بر خط 4 عمود نباشده 


در نقطة 8 عطی‌مانند 8 بر ۵ عمود می کنیم( شکل ۳۵-۳ ). دداين صودت می‌توان داشت؛ 


۱ ۱۱ 8 
چ ۱ ی 
۵ ز 0 


اما از نفطهٌ ۲ بیش از يك‌عط مواذی "نمی گذدد؛ پس 8 82 و بنا براین0 ۱ 2۳ 

مسثله - می‌خواهیم از نقطة 0 واقع در خارج خط 4 خطی موازی آن رسم کنیم , 

حل . با استفاده از پر گاد ‏ به ‌ِ 
مر کز 0 و شماع دلخواه دایره‌ای رسم 
می کنيم له عط له را در ده نقطة ۸ و 8 
قطع کند شکل( ۳۶-۳) . خخط ](() عمود 
منصف پاره عط ۸.8 را رسم می کنيم و نعط 
"را از نقطفل)عمود بر 0/۷8 رسم‌می نماییم . 
این تعط موازی له و حواب مسئله است 


( چرا؟) . 


۳۹ 


نمرین 

۱ هر گاه از دو نقظه ۷ و ۲۷ خار ج خط مفر وض 0 دوخط 4 و 0 را مواری با له رسم 
کنیم و ۳ < "0 شود , در بارة نقاط او ۷ جه حکمی می نو انید یبال کنید . 

اس کدام پك از گزاره‌های زیر درس و کدام يك ادرست است ؟ 

- ازهر نقطه و افم بر بك خط راست فقط يك خط مو ازی آل مرور می‌کند. - اصل موضوع 
گر ادء‌ای است که درستی آن دا بلون برهان می‌پذ بريم وبر گزاره‌های قبلی بنا نمی‌شود . - اگر 
تخحطی یی ار دو عط مواری را قعم کند , بر دیگری عمود است . - اگر خطی بر یکی از 
دوخط موازی ععود باشد ؛«دیگر ی را تطم می کند . - دو خط عمود بر یكط «تقاطم نستند  ,‏ 
در هر صفیعه همه تعطهای عمرد بر یلك حط با بکدیکر موازیند . 

۳ خط 4 و نقطه ۷ را در خارح آنل درنظر لرفته به وسیلة تا کردن يك قطعه کاغد و 
ساختن "و نیای کاغذی از نقطه ۸ خطی ر-م کنید که بر خط 4 عمود باشد . 


(۳-۳) - ژاویه‌های متبادل 9 متقابل» هر گاه حطی دویاچند خط دیگر راتطع 
کند , آن را مورب می نأمیم ۱ هر گاه میو زب [ دور خحط و ۳ زا ب4 تر لب در دو لنفطه متمایز 
۸ و و فطع کند ۰ در هر يك از این دو نقطه چهار زاویه و رری هم هشت زاویه پدید میآیند 
شول (۲۷-۳) این هشت راو نه ظر جفت 
ز او بهای را که ی ید زاس و دیگری به 
زاس (] است‌پرصسب آن که هردو در بك‌طر فت 
خط ل با دردوطر ف آن: با هردو بین دو شط 
11 با در حارج آنها باشند , به نامهای 
مختلن می‌نامیم» بدین شر ح : 

هردو راوبه که در يك طرف مورب 8 


دافم باشند عتعایل وهردو زاویه که‌در دوطرف ۱ خکل (-۳۷) 
مودب ل واقم باشند متبادل فامیدم می‌شم ند , 

دز راویه متادل با متفا بل را و صورر تی. که هر دو بین دوعخط 0 /: 4 ی دراد ح آنها پا 
یکی بسن دو تحط ودیگری دردار ح آنها باشند؛ متادل با متا بل داعلی یا خارجی با داعلی وخارحی 
ی گو تیم ۰ دتفیب دز شکل ز ۳۷-۳ ) : داویه‌های ,بل و مخ متبادل داعلی : زاویه‌های 
3 ٍِ 1 مبتغا پل داخلی ۰ راد بدهای ۸ ۲ ۳ مشمادل داخلی ودعارجی هستتد . دز عا لشی که دوه حط 
۱ ۶ پل موازی باشند » بين ذاویه‌های متبادل و متا بل رابطه‌های مهمی بر قر اد است که 7نها را 
لیر این سل ۰۳۹۹ ی تیان ۰ 


و۳ 


قضیلا اصلی - ژادیسه‌های عتبادل دانعلی که از تقاطم دو خط موازی با خط سومی پدید 
می! بند مساوی پکدیگر ند , 

یی : .9 عم ,هام جح (,۸ ام وم متبادل داخلی و ,0:(]8) 

سای ند[ یت از نفطه ۷ وسط 
پاده خط او در تخل ( ۳-۳ )۰ تحط 
۰ را عمود بر خط ,له رسم لیم » 
امتشاد ‏ آن.یر بل نی مجود: ی 
( چزا؟) .اگر بل پای هنود باهد: ) 
۵ - ۸۸ :۱۷۲۱ ( چرا؟ ) ؛و از 
اتجا : بطم عت یه . 


قضی عکس - لو دز لد صفحه ده 


عط (۱ خط سومی قطم کند و ده زاويه 
تاد داعلی ماوق باشند ؛ دو حط 
مایوز وی بکدنگ ید . 
یعنی در شخل (۳۹-۳). 
۰ جچت [ ,۷۱۲۱ مات :۷۸۲۱ کر | 
دهان: - از نقطه ]1 حسط ۷۲ 


را صوازی 1 دج می انیم دا یا قنو ینس 


ی . وت . ۲ 
۱ _ ۳ وا ۱ م : 


نوشت : 


0۷ج ۸۱۱۱۰ - ۸۱۷۱۱ 7 چ. | ۷۱۸۱ ۶ 


| ۸۱۵ ۸ .۸۷۸۱۱ 
بعنی خطی که از نفطة ا مواری ,4 رسم شود , همان ») است . پس : ,]|0۱ 
ار دو فضية بالا می‌توان حکم کلی زير رانتیجه گرفت ۰ 
قصبه - شرط لاد کافی براگ آد که ده نعط مواژق باشند آن است که اگنر خط سومی 
٩‏ نها ( فطع کند؛ زادبه‌ها ی عتبا دل داخلی, عتسا وی با شید . 
اذ این قضبه گزاره‌های ریر تتبجه می‌شوند که بزاصل تزازی متنی هستند؛ 


ّ ۳ ۱ ا 1 ق ِ 
۷ ۳ ده ححط هو او ین | ۳ ۳ فلع کند: داز راو به متقا پل داعلی مکمل پکدیکر ند 


۳۱ 


تن 


۲-اگر دو تعط را حظ سومی قطع کند دو زاویة متقابل داخلی و عحسادجی مشاوبند 


یکت 


تمرین 

۱- دو خط مواری ,له و بل را مطابق 
شعل ( 5۳ ۴ ) مورب 1) تلع گرده است و 
ر اویه‌هایی یدید آمده‌اند که در شکل نامگذاری 
شده‌اند . بر صفحه ک5غذ حدولی طبق جدول 
مقابل‌و با اندازه بزر لد رسم ثر دهز اویه‌هایی 
را که دز هر سظر و مشون نام آنها توشته شده 
است »قاپسه کنید . وصم آنها را در محل‌تلاقی 
سطر و ستون مربوط ثبت کید و رابطه بسن 
اندازه‌های‌هر ده زاو یهد بیان کنید. (جدول 
۷۱-۳ . 

۲- ال ذو خط موازی را خط سومی 
قطم کرده ناشد : کدام بك از گزاره‌های زیر 
درست و کدام پك نادزست است؟ جدول (۴۱-۴) 


- راویه‌های متبادل تعارجی مکملند. - زاوپه‌های متقابل خارجی متساویند, - زاوبه‌های 
متبادل دالی خارجی مکمل بکدیگر ند.- ز اویه‌های متبادل داعلی مکمل بکدیگر ند.- ز او به‌های 
متعابل داخلی متساویند , 

۳- خط 4 و نقطه (0 را در خارج آن در نظر گرفته به کملك خط کش و پر کار و با تر سم 
زاویه‌های متبادل متماوی از نفطه 0 خطی بگذرانید که با خط موازی باشد . 

۳- دو خظط موازی را خط سومین قطم کرفه است ,.قیابت کنید. تیمسارهای: زاونته‌های 
متبادل داخلی با خارجی موازی یکدیگر ند . آیا عکس این گزاره نیز درست است ؟ عکس این 
کر ایه :دا بو پنتك : 

و- ثابت کنید اگر از نقعُ 0 محل تلافی نیمساز زاوية ۸ از مشلث ۸۸86 با ضلم :86 
دو خط موازی اضلاع ۸8 و :۸4 رسم کنيم نا دو ضلم مثلث را در تقاط ۷ و ۷" قطم کنند , 
۷ > 1۱8 و ۸۳۷ ۸۷ 

۶ درصفحهٌ و دونقطهُ ۵رد3] ازخط 4 به يك فاصله وود يك طرف آن واقعند . ثا 


۳۳ 


کید 8 | ۸8 است . 


۷- مکان هندسی نقاطی از يك صفحه را تعیین کنید که از يك خط واقع بر آن صنحه 
به يك فاصله باشند. (سئله جند جواب دادد ؟ جرا؟) 


(۴-۳) - مجموع زاویه‌های يك چند ضلعی 

قضيیة ۱ - عجموع ژدایاق داخلی طرعتلت ۱۰ دزجه‌است. 

پوهاین - در متلث ۸0 شکل ( ۰۲ ۲۲) از رأس ۸ 
عطی موازی ضلع :۱90 دسم می‌کنيم ۰ دو زاویه متبادل داعلسی 
,ارم و )مر و همچنین ,رم و 19 سم با هم برابرند » باین 
تر تیب مجمو عروایای مثلث مسادی با يك زادية نیم صفنحه یعنی شکل ([ ۴۲-۳ ) 


ور | دز ها است. . 
نیح س زاو یدای 4 از امتداد یلك خایم متلات با صلم مجاودش ابعادمیشودهز او به‌عادحی 
مثلت خوانده میشو د شکل (۴۳-۳). ذر هر مثلت اندازة هر زاو ید حار جی برابراست بامجمو ع 


انداژه‌های ده راوید داخلی غیر مجاور آن . چرا؟ شکل ( ۷۷-۳ ) 


شخل (۴۳-۳) شجل (۴۶-۳) 


حال می‌نو انیم فضیه زیر را که قبلا بدون اثبات بیان کر دیم تا بت کنیم [ 
اضی ۲ ید ددعطارت. قا نم الزاوپه‌یك 
شلم زادیفا نمه وزادية مقا بل به۲ ن‌ضلم‌ازیکی: 
بایكك ضلعزاویه قانمه و ذادپة مقایل بهآن‌ضلع 
ازسشفت دیک ایو باشند! ندو عتلت چاوند. 
پب‌هان - ون الا ع ام و 
0 ۱ مر جد ۸ مر با در نظر گرفتن یه ۱ ۱ 
قیل آر) سر عنام می‌شود و دو مبلت در حالت سل (سوع) 
رد ض ز) با هم برابرند . شکل (۲۵-۳) 


۳۳ 


۳۳ 


لمرین 

۱- آیا می‌توان مشلشی دسم کرد که دو زاوية قائمه با دو زاوية منفرجه داشنه باشد! 
در ۱ 

۲۷ يك زاو بةٌ داخلی با حارجی مثلث متساوی‌الاضلا ع حنند درجه است ؟ 

۴ زاويبه رأس يك مثلث شاوی الساقین "۶۰ است ؛ هر زاويبة مبجاور قاعده جند 
ورجه است ؟ 

۷ اندازه‌های دز او یه متلئی با اشداد۳و۳ وق متناسیند؟ زاویه‌های متلت را حساب 
5۰ ۳ 

۵- درمثلث قائما لز اد به‌ای یکی اذ زاویه‌های حاده ده برابر دیگری است اندازة 


زاو به‌های بغات دا ساب کنیك, 


فصل چهارم 


۷ جند ه ضلعیها 


(۱-۱) - جند ضلعی‌های مجدب 9هقعر - هر خحط شکسته بسته را حند ضلعی 
می‌نامند. اگرهرضلم يك چند ضلعی را ازدوطرف اننداد دهیم وجند ضلمی دريك طرف آن ضاع 
قراد گیرد چند ضلمی را محدب و یند (شکل ۱-۲) ۰ 


ساسا سا طاس سس فکل (عس۱) 


اذر در ی ند شلعی 1 شلعی وجود داشته باشل که ا گر آنرا از در طرف امتداد دهیع و 
چند ضلمی در دو طرف آن ضلع قر ار گیرد آن چند ضلعی دا مقعر گویند (شکل ۲-۴). 
بش 


شخل ( ۲-۴) 


۱- یلك مجمو عدستناهی از باده عطاهای 3 ۸ ۴ 18 از (زر) ال اه ,۳۹1 بل ۳۳ 
یامیده میتود وآن‌را خط شکسته ر]] ۰., (]:)۸ می‌نامند اگر ۸ 3 بآ برهم منطیق باشند عوط 


شبکسته را بسته می‌نامند. ۱ 
1 کل ۴ 
بر ی ۲۹ 
‌ 


۳۵ 


(۲-۱) - محموع زاویه‌های باك چند صلعی 

قضیه - عجیو ] ژادیه‌های ع 1 خلعی 
عحذب بای با ۷11-۲۱ قا شمه است , 

دهای - در ۷0 ضلعی ۳ . . . 842 ۸ زاس 
۸ دا به همه راسهای غیر مجاور وصل می کنیم. 
پساد کی می‌توان دید که ۷-۲ لت بدست 
می‌آبد و مجمو ع زاویه‌های 9 ضلعی برابر با 
مجمو ع ز اویه‌هایاپن مثل‌ها است. اما میدانیم 
مجمو ع زاوبه‌های داعلی هر مثلت ۲ قائمه است دگل (مم) 


پس مجمو ع زاویه‌های 20 ضلعی برابر با (۴ ۰ ۲۳) قالمه است ( شدّل ۳-۴ ) 


( ! - ۳ ) - قطر چند صلعی - هر پاده‌عط که دوسر آن دو راس غیر مجاود يك 
عند شلعی باشند؛ قطر اد ضلعی است »اند قطر های 
6 و ۸0 ر ۸ درچندضلمی ۸8608۲ در شک 
([ ۰)۳-۴ که همه آنها از د آس ۸ می گذرند .شان 
می‌دهیم که تعدارفطرهای هر و[ ضلعی محدب برا بر با 


زج ۳ م 
[ 11۳-۳ مپ- اننت. زیر ااز هر رآس 11 شلعن 0-۳ قظر 


شکل (۴-۲) 


دس عی شود( جر ا!)وجون 0 آس رد دارد بس تعد‌اد 

تما) قطر های سم شده‌از ۲7 ز ان (۳ - 1) ۲1 می‌باشد اما دد اینحاسیه هر دا دوباد بسار 
۴ ۰ ۱ ۱ 

آ مه است. پس تعداد قطرهای هر ضلعی‌محدب بر ابر (5)۳۲-۳ سر است. 


تمرین 


اس مججو غ انداده‌های د او یه‌های يلك دوازده ضلعی محدب دا تعیین نید , 

۲- اندازو‌های سه راوبه‌ار بك حهارضلمی به پر تیب ۱۳۵۴و دون ه ‏ ۷۵ است؛ اندازة 
زر او به چهازم ۳ تعبین کنیك, این‌جهاد ضاعی محدت است با فقعر ؟ 

نت تعد اد اقلا ع چند فلع محدب دا مین کنید 45 «جمو غْ ژاوبه‌های آن ۲۵۸۲۵۰۰ است. 

۷- تمد اد اضرلا غ حند فبلعی مخدب زرا 45 مجمو ع اندازه‌های زاو یه‌های آن سه برابر 
مجمو ع اندازه‌های زاویه‌های يك شش ضلعی محدب است تعیین کنید. 

۵- کدام يك از گزاده‌های زیر ددست و کدام يك نادرست اسد؟ 

س هرده‌ضلعی محدب ۳۵ قظر دارد.س‌هر هشت فبلعی ۲۵ قطر دادد.- دد هر حندضلعی محدب 


۳۶ 


هبة زاویه‌ها کوچکتر از ۱۸۶ درجداند. 
#- ازظر رس بلك ی ضسلعی ند قطر می کذزد ۶ در ۶ ضلعی و ۸ ضاعی حندقطر ؟ 
۷- هر قشضاعی ند قطر دادد؟ تعداد فطرهای عضلعی دضلعی را محاسیه کنید. 
د در کدام بل شسلعی تعداد قطر ها مساو تعداد الا غ اسی ۷ 
8- در تدام حتدضامی عداد قطر ها چهاد برابر تعداد اضلاع است ؟ 
|- هر يكازعیادات ذیر را سنان تامل کنید کهیلثك قزارة درست باشد. 
هردو دأس ... ازيك چندفلعی دوسر يك‌قطر آن هستند. - بر هر راس از يلك ۱۲ 


ضامی ۰.۰ قطر مرود می کند. 
۲- چپار ضلعیپای محدب 


( ۱-۲ ) - انواع چهار ضلعی - پس از مثنث ۰ چهار شلعی ساده‌ترین نوع چند- 
علعیهاست , بر حی از چهار ضله‌یها به سب روابطی که بین احزاي آ نها و سود دارد؛ اآضمیت 
پیشتر ی دارند. در این فصل انواع و خواص آنها را بررسی می کنیم . 


( ۲-۲ ) - متوازی‌الاضلاع 
آقر بش س متوازی‌الاضلاع چهار ضلعیی است که اضلا ع آن دو به دو موازی یکدیگر ند, 
ما نند توازی‌الاضلاع )۸۳6 ده فخل ( ۷سق ) 8 
که درآن ۲ب || ۸8 و ۳ | ۸0 است. 
متوازی‌لاضلاع علاوه بر خواص عمومی 
چهار ضلعبها دارای خواصی است که با تضایای زیر 
بیان می‌شو اد - تحل ( ۴سو ) 
قضیلا ۱ - دد هر عتوازیالاضلاع ۰ اضلاع عقا بل مساوی بگدیگ ند . 
قضیلا ۴ - دزهر عتواژی الا لا ع زاویه‌ها ی عقا بل منسا ویند وزاوبه‌های مجاوزسکمل پگدیگر ند. 
قضیا ۳ - دد هر متوازی لا ضلاع قطر‌ها بکدیگر :۱ نصف می‌کنند . 
پرهان - ۱ - در متوازی‌الاضلاع ۸80 ( شکل ۶-۲ ): 
78۱-7 جچ 00 | ٩8‏ 
ای ۸۸۳۵۲ جح ۱( 8 م جته ۸0 | 8 


۱ 
دز نتیعیه .۰ (], و (۱:) ۸۳ 


۲- زاویه‌های مجاور از متوازی‌الاملاء نسست به دو ضلع رو به رو ومورب حادث از 


۳۷ 


ضلم دیگر + زاو یه‌های مسقابل داخلتده پس به 
علت توزازی اضااع 
۱ ید19 
بع <ظ <س سییهست سس 
و ابه همین دلیل )مر ده ار شک ( ۴سظ) 
(ام هم وم عمجت 0) ۱ ۸0 
بت بز الن: ۱( معط ۸7 
0 ۸۸08 جب ۱ ۸8-60 
نیع ۱ مر 


در تیه . تالا ۳ و 0 ۸0 
قضا بای‌عکس - قضبه اس اهر دز لد مهاز ضنمی اسلا ] عفا پل دو بهدو متساوی با شند 
جیها ز ضلغي عنوازق ال ضلا ۶ است , 
قضیه ۲ - اک در ی چا دضلعي زاوپه‌های مفا بل ده به دوعتساوي باشند ۰ چا خلعی 
متوازی الا ضلا ع بات . 
قضیاه ۳ اک دای چها (ضلعی هردوزادیه مجادد به بك ت_ مگیم بکدیکر داشند چهاز- 
ضلعی, عتوازی۷۱ خلا خ است. 
قضیه ۴ گردز بلك چا( ضلعی قطرها ماصف بکد یگ با شند چهازضلمی منوا (ی الاضلاع است . 
هر قضیه را به صورت نمادهای در یاضی بنوسیبد وائیات کنبد. 
قضیه ق س اگر در یلك چیاد ضلمی دو ضلم عفا بل عتوااق و عتساوی باشند چسا« ضاعی 
عتواژیال ضلا ‏ است. . 
برهای - دز چپار ضامی ۸۱/۱ اشتل ۷-۴ : 
( ار ره وم وم ) جت 00 ۱ ۸8 
آز اینها سبجه می‌شود : 
۰ 9۱ مر 
۷ ۸۵9 جب ۱ ۸8-60 
ات هر 


۱ - () ۸ 
([( ۲۲0۱ 
دنبا له برهان دا بهده داش آموزان می گذاریم. 


۳۸ 


تمرین 

۱- عبارات زیر را چنان کامل کنید که هر يك گزاره‌ای درست شود : 

- در عر متوازی‌الاضلاع مجموع دو زاویه‌ای که يك لح مشتر لك دارند .... - متوازی- 
الاضلاع چهار شلعیی است که افلا م مقابل آن .۰ در عر متوازی‌الاضلاع دوضلم مقابل..., 
و یخدپگر ند . بت در قزر متو اری‌الاضلاع ظر قطر دیگری وا .... 


۴ب ثابت کنید ا گر قطر ها و زاویة بين دو قطر از عتو ازی‌الاضلاعی با نطرها و راویه بین 
دو لطر از متوازی‌الاضلاع دیگری برابر باشنده آن دو عتوازیالاضلا ع بر ابر ند 


۳- ثابت کنید نیمسازهای زاویه‌های هر متوازی‌الاضلام از تلاقی با یکدیگر متوازی - 
الایلاعی تشکیل می‌دهند که زاویه‌های آن قانمه‌اند. 
٩‏ ثابت کنید هر پاره‌خط که بر محل تلاقی دو قطر متو ار یا ضللاع بقند و بسه ده 
صلم مقابل آن مجنود باشده در نقط تلاقی دو قطر به دو جزء متساوی نفسیم می‌شود. 
۵- متوازی‌الاضلاعی رسم کنید که قطرهای آن ۴9۸ « يك ضلع آن ۵سانتیمتر باشد. 


- خط 4 و نقطذُ 0 واقع در خارج آن را در نظر گرفته با استفاده از خواص متوازی- 
لاضلاع از نقطة () خطی موازی 4 رسم کنید . 


( ۳-۲ ) - مستطیل 
آهر بش - مستتایل چهار ضلعیی است که ز او یه‌های آن قائمه اند. می‌دانید که اگر زاویه‌های 
جهار ضلعی قانجه باشد: ایلاع آن دو به دو موازی یکدیگرند ( چرا؟ ) , پس مستطیل نوعی 
متو ازی‌الاضلا ع است که زاویه‌ها یش قائمه‌اند. و می‌دانید که اگريك زاویه از متو ازی‌الاضلاعی 


قائمه باشل سه زاویة دیگر آن نیز قاشمه‌اند. پس می‌توان گفت: متطیل متو ازی‌الاضلاعی است. 
۳3 یلك ز او یه لا مان اس ده رال اشخل ۴ ] 


ستطیل همه خواص يك متوازی‌الاضلاع را 


دارد» ضمناً دارای خاصیت مهمی است‌که با قضیه زیر 
بیان می‌شود: 


قضیه - دد هر مستطین قط‌ها عسادق بکدیگ ند . 


برهان:- ار چهار ضلعی (3901 متطبل پاشد 
| شکل ۴ - )۰ 


با بر این ۰ 10 حت )۸ , 


۳5 


قضیلا عکس - عنواذقلاضلاعی که قطرهای آن عتساوی باشند مستطیل است . 
( اثبات به عهد؛ دانش‌آموزان است . ) 


(۳-۳) - لوزی 

تفر یف - لوزی چهار ضلعیی است که چهار ضلع آن مساوی یکدبگر ند. می‌نوان ثابت گرد 
که اضلاع لوژی دو به دو متوازیند ( ثابت کید ) . بنابراین لوزی نوعی متوازی‌الاضلاع 
است و منو ار ی الاعلاعی است گه دو ضلع مجاور آق مباوی بکدیگ باشند , 

لوزری همه خواص متوازی‌الاضلاع را دارد و علاوه بر آنها دارای حواص دیگری 
است که با قضایای زیر بیان می‌شوند : 

قضیه - دد لوزگ نطرها بر هم عمودند ز زادیهها :۱ نصف هی‌کنند 

راد م می‌دانيم که در متوازی‌الافلاع قطرها منصف یکدیگرند, بابرایین در لوزی 
تا ( خخ به ‏ 208۰( »یی پارهعط ۸00 میانة نظیر قاعده مثلت هتساوی- 
الساتین[۸1(]است . بنا بر این همین خط بر قاعده عمود و نیمساز ژاویه ۸ ازمثلت است , بعنی ؛ 

زر رهم , 80 ۸6 ) چس ( 80-60-0۸ ۸8 ۰ ۸800 ) 


قضابای عکس - ۱ عتوازق خلاعی که قط‌ها یش زیرهم تسود 
نا شنظ لوگ ات , 


۲- متوازقال خلاعی که فعلو‌ها بش نبمساز زاویه‌ها باشند لوق 


( قضیه‌ها را با نمادهای ریاضی بنویسید و ابت کنید, ) 


( ۵-۳ ) - مربع 
آهر یف - مر بم چهار ضلعیی است که زاو به‌هایش قائمه و چهار ضلم آن مساوی یکدیگر ند 
( شخل ۴-:۱) . با توحه به آنچه ذکر شد از قائمه بودن زاویه‌ها می‌توان نتيجه گرفت که 
مریم نوع خساصی مستطیل و نوم خاص متو ازی‌الاضلاع 
است و از تساوی چهار ضلم نیز نتيجه می گیریم که مر بم نوعی 
لوری است . پنا بر این هر بع همه خواص متو ازی‌الاضلاع و 
مستطیل و لوژی‌را دارد و با توجه به قضایای عکس می‌تو ان 
۱- ستطیلی که قطرهای آن عمود بر یکدیگر باشند 


هط ات . 
۴ مستطیلی ثه تطر های آن ز اویه‌هایش را 
نصف کنند مربم است , 


۳ لوریی که زاویه‌های آن هتساوی باشتد 


۴- لوزیی که قطرهای آن متساوی باشند ؛ 
هب امسخت: : 
مسثله - می‌خواهيم مسریعی به ضلم ۳ 
سانتیمتر رسم گنیم . 
حیل - با نوحه به شکل ( ۱۱-۴ ) روش ترسیم‌مریم را بیان کنید و آن رابا هر ار 
و خط کش روی کاغذ رسم کنید , 


تمرین 


۱- ثابت کید ازبر خوردنیمسازهای زاو یه‌های‌هر مستطیل يك‌مر بم پدید می آید . 
۲ از برعورد نیسازهای زاویه‌های يك لوزی چه شکلی حاصل می‌نوه ؟ 
۳_ هر گاه بر امتداد چهار ضلم يك مربم در جهت معین چهار پاره‌غط مساوی حدا کنبم 
و انتهای پاده‌عطها دا به هم وصل کنیم ثابت کنید. يك مر بع پدید میآید. 
۴- ثابت کید در هر مثلث قائم‌الز اویه میانه نظیر وتر نصف وتر است.. 
۵- ثابت کنید اثر در مشلثی میانه نظیر يك ضلم مساوی نصف آن ضلم باشد ؛ مثلث در 
راس نظیر آن ضلع قائم‌الزاویه است . 
اب فابت کید ۳1 در مثلث قائم‌الز اویه‌ای يك زاوبه مساوی ۳۰۳ باشد , ضلم مقابل به 
آن زاویه نصف ور است . 
۷- ثابت کنید اگر در مثلت قائم‌الز اویه‌ای یکی از اضلاع زاویه قائمه نصف وتر باشید؛ 
اندازه ژاویه مفایل یه آن فلم "و ابست. 
با ثابت کنید ا گر يك زاویه مثلث قائم‌الز اویه "۵ باشد » ارتفام وارد بر وتر رم 
سر است . 
4- لوژیی رسم کنید که هر ضلم آن ۴ سانتیمتر و یکی از قطرهایش ۳ سانتیمتر باشد . 
۵ - مستطیلی رسم کنید که قطر آن ۴ سانتیمتر و پك شلعش ۳ سانتیمتر باشد . 
۱-+ر بعی دسم کنید که قطر آن ۴ سانئیه‌تر باشد. 


۵ [ 


(۶-۲) - خواص دیگری از مثلت - در این قسمت از آنچه در بار؛ چهارضلعیها 
نابت شد برای اثبات خاصیتهای دیگری از مثلث » به شر ح زیر استفاده می نیم ۰ 

قضیه - پادعطی که وسطیای ده ضلم از عثللی ۱ به هم دصل می‌کند موااک ضلم سوم 
مثلث « ماوق لصف آن ضلم است . یعنی در شکل (-۱۲) . 

96۱+ ۷/۲۱ 196 | ۷۸۷) جح ( ۱۷ ۱۸ , ۷۸-۱۷8 ۰ ۸۲6 ۸ ) 

برهان - گر پاره‌عط ۷۸۷ را از نفطه ۷[ په‌اندازء 
خود تا نقطة ۴ امتداد داده و نقطة ۴]را به 6 وصل 
تیم ؛ دو مثلث ۸۸۱۷۷۲ و :۳۳ به حالت ( ض‌زش | 
متساویند ( چرا؟ ), و از تساوی آنها نتیجه می‌شود. 


۳ ۱ ۳۷ جح نا یط 


( ۷۳*۷ , 90 | ۷۱۳ ) چت ( ۷8 )۳ , ۸8 | ۳6 ) 
۷۱۱-۷۲ چب ۳ - - ۱۷/۱۱ 
بنابر این ۳۷6 ۱ ۸/۴ و 0 ۷/۷ . 


قضیل؟ عگس - خطی که از وسط پلد ضلع مثلث عواذق ضلع دیگر (سم می شود ۱( وسط ضلع 
سوم هی گذزد و جزئی از این که دد داعل مثلث عی افتد لصف ی خلبی است که با ای عواای 
است . یعنی در شکل (۱۳-۴) ؛ 
چحد ( ۷ || ۸۱۲۷ , ۸۱۳8 ع ۸۸۱ ۰ ت۸94 ۸ ) 

) ۸۷-۱۷6 , ۷۱۱۷-۶-۷ ( 

برهان - ار نقطه ۷] وسط نار نباشد ؛ 
شطه ۷۱ را به ۷ وسط )۸ وصل می کنيم » به ۱ 
موجب قضیه قبل 10| ۷۲۳۷ ؛ ازطر فی /196 ]|۱۷۲۷ شکل(۱۳-۴) 
است* پس بنا به اصل ترازی ۷8۲۷ بر ۷۱۳ و در نتیجه قطه ۳ بر ۷ مطیق است» یعنی اقطه 
(! وسط ۵ است و در اين صورت بنا به قضيه قبل 86 </1۳ . 


تمرین 

۱- ابت کنید ا گر وسطهای اضلاء يك چهارضلعی را به ترتیب به هم وصل کنیم ؛ يك 
متوازی‌الاضلاع پدید می‌آید . مسئله را در مورد لوژی ؛ مستطیل ؛ مربع حل کنید . 

۲ ثا بت کنیك وسطهای هر ده ضلم مقا پل از يك جهار ضلعی و وسطهای دو قطر آن حهار 


۵ 


راس یت سنوازیالاضلاعند. . 

۳- ثابت کنید بانه عطهایی که وسعاهیای اضلا ع بقابل يك چهار ضلعی دا به هم دصل 
می کنند از دعظ بازه خحطیی که وس‌طهای دد قعار جهاد غاعی دا به هم دص حی ند می کذد ند . 

۴ - ثابت کنید ا گر یکی از سافهای مت مناوی‌الافینی دا به اندازة حودش از طرش 

راس امتداد داده و انتهای پاره خط حاصل را به دأس مقابل آن ساق وصل کنیم» يك مثلث 

فا لم الز اویه پدید می ید , 

۵ - تقاط 1] و (1 بتر ثیب پای ارتفا ع و میانهة نظیر راس ۸ از مثلث :۸06 و نقاط :۲ و 
۴ وسطهای دو ضلع :)۸ و ۸8 هیتند . ثایت کنید دو مثلث ۴1011 و ۴1(]1 مساوی یکدیگرند و 
دران دومثاث مجمو ع داضلم که برضلم :6 منطبق نیستند نصف مجموعاضلاع قظر و )۸ 
است . 


- نقیله‌های ۷ و و ۳ وسطهای سه ضلم مثللی داده شده‌اند ؛ مثلت رارسم کنید. 


(۷۰-۲) - ذوز نقه 

تعر یف س دوز نقه جهارضاعی است که فقط 
دوضلع آن دو ازی بخدیگر ند . ما نندشکل ۷۱۴-۷ 
که در آن (]:) || 1 ۸ 

در ذوزنقه هر يك از دو ضلم متو ازی را 
يك تاعده و هر يك ار دو ضلم ناسواری را يك 


شخال (۴- ۱۴ 


ساق می گرییم . 

در دوزنقه دو زاویه مجاور به هر ساق مکمل بکدیگرند ( چرا!). 

نوزنقه انواع گونا گون دارد که هر يك از آنها سر حسب وضم ساقها نسبت به دو 
فا عد وه یا وضع خود دو سای مشخص می‌شود ج 

ذوذ نقلا معساوی)الساقین - ذوز نتمتساوی 
الساقین آن است که دو ساق آن متساوی باشند 
( شخل ۴و۱ ) . 

قضیه - دد دوژنقا علساوی‌الساقپی : 

۱- ده ژادیا حجادز به هر قاعده متساویند . شجل ۱۵۲۱ 

۲- د قطر متساویند . 


(اثبات به‌عهدة وانش آموذ ان است.) برایاثبات قسمت‌او ل از نقطة 3[ خمای‌مو از ی (] ۸ 
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رسم کنید تا قاعده (/) را در ظ تطم کند . برای اثات 
قسمت دوم ثابت کنید (۳۲ رخ ]۸ ۸ . 

قضیلا عکس - هر ذوزنثه که حو زادیة مجاور به پلك 
فا عدذ آی» با دوه قط ۲ ن.عتسا وگ باشند عتسا دیالسا قی 


۹ شخل ([۱8-۴) 

انات به عهدء دانش موز ان است «داهنمائی داز دوس قاعده کوحل‌دو عمود یر فاعدهة 
بزر ک رسم کنید) . 

ذوذ نقا قالم‌الز او یه - نوزنفه تائم‌الز اویه آن است که یکی از ساقهای آن بر دو قاعده 
عمود باشد مانند وق (۸8۷ دد شکل (۱۶-۴) که دد آن (ن) و ۵3 بر ۸۱0 عمودند . 

مهعترین خواص دوزنفه به شر ح زیر می باشند : 

قضیه - پان+خطی که وسطیای دو سا ذوزنته (۱ به هم دص کند موازی دو قاعده و ماوق 


نصف مجموخ ۲ نیاست . بعنی در شکل (۱۷-۴) : 


0ب | ۸۳ ۰ (8۱ 


۵ | ۸۱۳ « ظ۸ || ۷۱۳ از وی 
بو یج ) ۸۷۳-۱۸۲ 
هنشت 3-6 
توعان - ار تقاط ۸ و زا به خی ۳ ۱ ج 


وسل گر ده و خط حامل را امتداد دهیم 
با تاعده (آن) را در نقطه‌ای مانند ۳ قطم 
ند ( آیا تسا (ان) را قطم مسی کند ۲ 5 ۱ 
چر۱؟) ؛ مخاشهای ۸۷ و ۳/۲۷ به حالت ‏ ۲۶ 4 ۱ 0۳ 
( ز ض ز) مساوی یکدیگر ند (چرا؟). یت 

از تساوی این دو مثلث می‌توان نتيجه گرفت که ۰ ۸۷2-۷۳ و ۸8 ۳0 . بابراین ۷۱۲۱ 
پاره‌خطی است که وسطهای دو ضلم ۸0 و ۸۳ از مثلث ۸32۳ را به هم وصل می‌کند : پس 
موازی ضلم سوم مثلث و مساوی نصف آن است. یعتی 0 | ۸۲۳۷ و ۱0۳ س ۱۷ ۷8 ؛ بنا بر این ۰ 


۱۱۷) 04-۴ ( 00+ ۸8 ( 


ضیا عکس - خطی که از دسط بلك ساق دوز نقه مواژی دو قاعده دسم می‌شود از وسط ساف 
ذیگو یی گذرد 3 جر ی ۷ اف که ده داعل ۶( ده عبی افشد تسه مجیو ‏ خو قا عذه است. , 
[ قضیه را با نمادهای ریاضی بنویسید . ) 


و[ 


بوهاین- ا گر ذدشکل( ۴ ۰/۱۸ 060 | ۸8و ۷ وسط ۸0 و 0۵ || ۱۲۱۷ باشد 
نقط ۷! وسط :86 است , زیرااگر ۷ وسط :86 نباشد, 8 ۸ 
قضبه قبل باید 16 || 34۴۳ باشد, از طرفی 10 ۱ 10.. اس ۱ 
پس ۷۲۷ و ۷۸۳۷ باید بر هم متطبق باشند ( چرا؟) و ۱ 

دراین‌صورت نقطه ۲۷ بر" منطیق خواهد بودیعنی‌همان ) 

ی وسط9؟ است. دزنتیچه به‌بر حب قضبه قبل ۰ شور( ۱؟) 
(۸8+60 )۷۸۱-3 


مرین 


۱ - ثابت کنيديك دوز نقه» متساوی السافین‌است اگر وننها | گرزاویه‌های‌هفا بل مکمل باشند 

۲ - ثابت کید دو قطر دوژننه بر خطی نه از وسط يك سای موازی دو قاعده رسم شود 
پاره عطی حدا می کنند که اندازه آن مساوی نصف تفاقل دو قاعده است , 

۲- ذوژنفه‌ای رسم کنید که انداره فاعدة بزر گ آن ۵ مانتیمتر و هر يك از دو حاق آن 


۴ سانتییتر و هر زاویة »جاور قاهده بزرک آن "ه«ع باشد . 


۵۵ 


۲۷ خطیای همرس (متقارب) ی قایت 


تطهای همرس ناهیده می‌شو ند . پرهر نقطة () از 
یلك بح[ عطها ی بی‌شمار هی کدر ند که آ نها 


زٍ | عجموعه عطهای همرس در لقطه () مي و بیم. 
«جمو ع4 خصها ی همرس در هر نفطه از يك صفیعه 
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ابر محمه دای از هحمم عه مها ی ان ی ارت | دس تا 
(شقل ۹-۴ ۱ 
باید توجه داشت که خعلهای همرس‌ممکن 


انخت که عشو‌های يلك ضفحه نباشتد . اما دز 


ك 


شل (ع-] 


این کتاب وقثی به طور مطلق خطهای همرس می گویبم مقصود مجموعة حطهایی است که دز يك 
صفحه واقم با شنك و از يك تقطه. بحدز نبد: 


(۳-۳)- خطهای همرس یت بت نان که مي‌دانيم ؛ هر تلب‌دارای سه ار فا غ . 
صلاعیا نه؛ سه‌نیمسار داویة داخعلی؛ سه‌نیمساز زاوی خحادجی؛ سه‌عمو و منصف اضلا ع است. دد 
1 


با- وس یی فنیم گه هر بلفای این گر و ها بل دی عه خحعطاهای هرمن هستد. . ادا ین 


بین نت 
روت مها زا خعطهای هفرس متلب می گوبیم . 
فضیه اس سه عمود عنصف اصلا غ هراد 
بهان - در مشلث بالنآش نیم خطهای ۷۱۷ 
و ۱۷۲ عمود مسصنهای دو ضلم 96 و ۸ در 
تفیطه‌ای «! نند () تلاقی می کنند ( شخل ۴-:۲) ِ 
( چرا؟) , ثابت می کنيم که ۳2 عمود منصف 
صلم ۸8 هم از نقطه () می گذرد . برای اثبات 


اين قسمت می‌توان وشت ؛ شک (عسوج) 


7() جب ,0 -< (]() چب. ۰ 


و 


قضییه ۲- مه یمسا( ژادیه عاق 
داعی هوعئلتك هموسند ؛ 

بورهان - ۸۷ و 189 نیمسازهای دو 
زاوپه ۸ و 8 از مثلث ,۸4 در نقطه‌ای 
سانند () یکدیگر را قطع می کنند ( شکل 
۲۱-۲ ) ( چرا؟) . اگر اذ این نقطه 
عبودضای 11() و ۱۳۲ و ۳۲۳( را پر 
اضااع مشلث فرود آو زیم ؛ 


تفل (۴س ۱ ۲( 


0 ج 013۳ - ]0 | 01-0 ج 02۸۷ 
وت ۳ ۱ 
2)ي هب 01۱-۲۳ بت 028 


بعنی 2/) نیمساز زاویة :) مشلث 
"۳ از نقطه (0 می گذرد سا لسصییا ز 
زاویه‌های دالی مثلث همر سند: 
قضیه ۳ نیمساژهای هر دو 
ژاریخضا رجی شالت با فینساز زادیه 


با استفاده ازشگل (۲۲-۴) 


تصیا و ۱ ثابت. کید . 


شخل ۲۲-۳ 


نمزین 

۱- کدام يك از گزاره‌های زیر درست و کدام يك نادرست است ؟ 

سه حط درا در صود ئی‌همر.س می گو بیم که یکدیگر را قطم کنند. - عمود منصفهای‌اضلا ع 
يك مثلث از تلاقی با یکدیگر يك مثلث تدکیل می‌دهند . - لیمسازهای زاویه‌های هر لت از 
بل تدولة مین کار ند + بت ستتازهای راوبهای ار حی هی فلت هی سنك . - هر نسهساز زاو یه 
تجارجی لب نید‌سار ژاوية داخلی غیرهجاور ان رادر حارج مثاث قطع می کند. 

٩-به‏ مثلث وسم کنید که در یخی از آنها هر سه ز اوه حاده و در هر بك از مثلثهای دیگر 
يك ز اوبه قانمه پا عنفر حه وحو د داشته باشد . عمود بنصفهای الا ع هر يك از سه مشلث را 
دقیقاً رسم کنید و موقعیت محل همرسی عمود عنصفها را درهر مثلت تعیین کنید . 


۵۷ 


قضیا ق- سهازتفا ع هر متلث همرسند . 

پرهای؛ - بر ای اثبات این قضیه تا بت 
می کنیم که ارتعاعهای هر مثلث ؛ عمود- 
متصفهای اضللاع مثلث دیگری هستند و 
بنا پر اپن پاید همرس باشند , برای این 
منظور از سه راس مثلث ۸96 سه خط 
مواژی با اضلاع مقابل رسم می کلیم, این 
حطها دو به دو یکدیکر را قطم می کنند 
| حرا؟ ] :و از تقاطه آنها مشلت ۸۱ پدید می آید (شکل ۲۳-۴) . چهارضنعی :)۸9۳ 
منوازی‌الاضلاع اس ؛ پس :86 ۸18 به دلیل مشابه ۸0286 و درنتیجه ۸9۳-۸0 
از طرفی داریم : ۳0 ل ۸14 چ ( "136[]8*6 و 190 1 ۸۸۱ ) »+ بس ۸13 عمودمتصف ضلم 
از مت "۸96 است . به دلاین مشابه قابت:می شود که 988 عنودستصت ۸6 و 


بر کل (#-۲۳) 


۳) عمود منصف ۸ است , مي‌دانيم که ببه" عمودمتصف اضلاع هر مشلت همرسند , 
بنایر این ار تفاعهای مشلث )۸۳ هم سند , 

قضیلا ۵ - صه عیا نذ هر مثلث همرسند و داصله نقط؛ همرس آنها از دسط هر شنم قلث 
انداز؟ هیا نه نظی ۱ ید خلم اک 

برهان - ۸۳۸۱ و 8 میانه‌های نظیر دو رأس ۸ و 9 از مشلت :۸۳6 در نقطه‌ای مانند 
6 تلافی می کنند(شخل ۲۳-۲) ( چرا ؟) . اگرنقاط ۷ و ۳ با تر تیب وسطهای پاده عطهای 
۶ و« 94 باشتد : در مثلت ,)۸ * 

(2-۸8 - ۸1(۷ و ۸8 ۱۲۱۷) چ )۷۸ 9۸1 و ۱۸۳-۱۷6 
و در مثلت. :)۸ ۰ 
۸۱۵۲-2-۸۱ و ۷۱۷|۱۸8) چت (۱۷6ع ۵۵۲ و 6 ۸۷ ) 

ابر این ۷۷ : ۸۸3-۸۲ 
بعسی جیار صلصی ۷۱۳۵۸۱۲ 
منواری الاضااع است و ینابر این 
قطرهای آن‌بخدیگر را تصف می کنند. 
بی 00۷ -- 60۲ و 6-6۲ 
و در نئیحه 

۷ - )اب ۳۸ 
و 6۱ )۷ ]۸ 


با ۵ 


یعنی دومیانه ۸۷۲ و ۳۱۷ در نقطه ای تلاقی می کنند که از وسط غرضلم در فامله‌ای مساوی ثدث 
اندارة میانة وارد پر آن ضلم واقم است , جون ميانه نظیر ضلم حوم نیز به همین دلیل با هر 
يك از دو میانة مر بور در نفطه‌ای به فاصلة ثلت انداز؛ سر میانه ار وسط ضلم نظیر تلاقی 
می کند ؛ ناچار آن ميانه نیز از نقطف 4۶ می گنرد و عکم. قابت است 

نقفطه همر سی میانه‌های مثلث از نظر فیزیکی ۲۳۳۲۳۲۳ 
نازلك متجانس ساخته شده باشد » این نفطه مر کز ثفل آن است . 


(۳-۳) - بعضی از ترسیم‌های ساد6 هندسی س یکی از بخش‌های مهم هندسه 
سم اشتال هندسی با معلوعات داده شده است , دد این قسمت به تر سیم سل در حالات ساده 


هساً له ۱ از لت با[ ار طول دو ضلم و زرا یه بین آن دو ضلم سعلوم امس ان دا سم 


با برفر.ض سا آه اندارهة ع ح ۴8 رده ع ر)رده ع ر ۸7 
معلوم است , 


حال‌بر ای سم متلت :اول زاو به ۸۷ 2 راباندازة ) دسم 


مبی کنیم سپس دوی پر شرطو لی باندازة ی ع ۲ خر وددی ۸۱۷۲ 
طو لی با ند افو > ز),۵جدا می کنیمنفا طل[ویدا بهم دصل 
مي کنيم ؛ عثلث :)۸1 جواب مساله است . 
مساله ۲ - در مثلت ۸86 اندازة دو زاویه و ضلم 
بینآنها معلوم است ؛ آسرا دسم کنید . تل (-۱۳ 
حل - مانند مسأله ۱ فرض مسی کنيم مساأله ظ شده است و لت ب۸6 جوات متا له 
باشد شکل (۲۶-۴). ۳ 
بنا بر فرض0<اقاوق ۵ رون )مر 
حال بسر ای رسم ملث قطیة تعر_ط > ۳43 
را دسم می کنیم : سپس از نقطهُ 1 حسط 93 شکل و 
را چنان رسم می کنیم که با ن0ق] زاويةٌ 8 و از نقطه ب) در هعبان طرت + ط و را چنان دسم 
می کنبم که با 3ب) زادبه 6 درست کند. ) + محل تلاقی این دو خط لقطه هر می باشد . 
مساله ۳ - از متلث ب)9] هر اندازة سه ضلع معلوم است :ثرا رسم کنید . 
حل - فرض کنیم سا له حل‌شده است دىثلث ۸130 جواب سأله باشد شکل ( ۲۷-۷ ]۰ 
8۹ 


بنا بر فرض مسأله : انداژه‌های 130-6 و 
+ خاش و نا اش معلوماند؛ برای زسم 
متلت ضلع ن)13 را باندازة 6 رسم می کنیم 
سس پمر کز لو بشعاع ن) و همچنین 3 
بترکز ز) و بشعاع ظ دایسره‌هایی زسع فّ 


می کنيم محل تلاقی دو دایره داس ار 
می با شبل 3 


۱- سه مشلت که در یکی هر سه راویه حاده و در دومی يث ز اویه فانمه و در سوفی بت 
راو به منير جه باشد رسم کنید و مو قعیت نفطه همر سی ار تفاعها را در انوام مثلشها بررسی لنید, 

۲ بر دسی قیل درس له ۱ دا ددمودد لقطه همرسی میانه‌های مثلت انجام دهید. 

۳- با استفاده از حاصیت میانه‌های مثلث پاره‌حطی را به سه پاره مساوی تیم کید . 

کت فا نت گنود مجمو ع سه میاه هر مشلت از گ مجمو ء سا ضدم آن بزر گنر اتید 

۵ متلنی رضم کنید که در آن دوضلم و میانذ نظیر ضلیم سوم داده شده باشد . 

مشلثی رسم کنید که در آن اندازه‌های سه میانه داده‌شدء باشد . ( در حالت خحاض 
آبهاز وهای میاب‌عا را و و ورب پا به ‏ روج 6 

اس بایت فبیف 1 گر در متتتی دو میانه مساوی امد ؛ مشلت متساوی‌السافین است . 

س. مقلتی را پا دشن اندازهها دز مولع رسم کید .سر مسفهچن 
خادت هی نو آنید تشطیصی ندشید , 

- ار مشلتی اندار»‌های يك صله و از تفا ع و میانة و ازد بر آن ضلم داده شدهاند . 
مشدث را رسم کنید . 

۵ فالتی با معلومات ز پر دسم کنید : 

دور شلع و هیا ی واند بر تحن از آن الا ع ۱ 

يك ضلع وادتفغا ع وميانة دادد پر ان شلع . 

يك ضلع و ارتفا ع‌های تظیر دو ضلم دیگر . 

دار ضلع و ارتفا ع وارد پر ضلع سوع . و ۴ 

دوضلم و زاویه مقابل به یکی اذآنها . 

: مت مشساوی‌الساقین با ععلوعات ذیر دمم کنید‎ ٩ 

بیععل وار تفا ع وارد پر قاعده . 


و ۴ 


از تفا ع وارد برقاعده وارتفاع وارد برساق . 

۲- مثلث قا ثم الزاویه‌ای با معلومات زیر رسم کنید : 
ور و ادتفا ع وادد بر وثر , 

وتر و میانة وارد بر يك ضلم . 


۳ | نداژه گیری سطح 


(۱-۴) - سطح ٩‏ ساحت چند صلعی ‏ مجبوعه نقطه‌هایی که در درون یاروی 
چند ضلمی هستند » سطح چند ضلمی نامیده می‌شود . پمبادت دیگر سطح يك چند ضاعی آن قسست 
از صفحه است که با محیط چند ضلعی مسدود شده است , در مورد باره خطها دیدیم که همیشه 
می‌و ان با دویهم نهادن دو باه خط آنها را با هم مقایسه کرد ولی این موضوع برای سطحها عملی 
نیست + مثلا نمی‌نوان با دویهم نهادن يك مستطیل با ضلعهای ۵ ۱ « ۷سانتی متر ويك مبلت 
متساوی‌الاضلاع به ضلع ۸ سانتی متردریافت کداميك بزرگتر و کداميك کوچکتر است , بهر حال 
دراه دیگری برای مقایسه سطحهای دو چند ضلعی وجود دارد که انداژهگری سح نامیده می‌شوذ, 
برای این منظور يك واحد اندازه‌گیری درازا مانند متریا سانتی متریا غیره انتخاب می کنیم قبول 
می‌کنیم که به مطح هرچند ضلمی عددی مثبت نسبت داده مسی‌شود که آنرا مساحت آن چند ضلمی 
می تامپم ودرشر طهای زیر صدق می کند : 

(الف) - ساحت هر مستظیل برابر با حاصلضرب ددادا و پهنای آن است. (درازا و بهنای 
مستطیلها را .با و احد اندازه گیری دراز! که انتخاب کرديم انداژه گیری می کنیم .) 

(ب) - اگر يك چند ضلمی جا بجا شود » مساحتش تغییر نمسی کند . بمبارت دیشر 
مساحت‌های دوشکل مسادی با هم برابرند , 

(ج) - اگرسطح يك چند ضلمی زیرمجموعه‌ای ازسطح يك چند ضلعی دیگر باشد » مساحت 
او لی از مساحت دوعی بزد هر نیست (شکل ۸-۴ ۲) . 


شعل( ۲۸۶ ) ۳ 


(د) - هر گاه حط شکسته‌ای يك جند صلعی دا به دوجند ضلعی جنان بخش کند که سطحهای 
ده جند ضلعی بدست امده فقط در آن خعط شکسته مشترلك باشند » آنگاه مساحت ند شنلمی اصلی 
برابر با مجموغ مساحتهای دوچندضلعی جدید است (شحل ۰)۲۸-۲ 

له ۷ ز 1 احد انداده فنری یات ین رم بل و با به شرط ( اف سا حت ن 
بر ابر با ۱ است. جنانچه داحد انداذه گیری دداذامتر با سانتی‌متر با غیره باشد واحسد 


انامه بر مساحت دا بتر تیب مترمر بع یا سانتی‌متر مر بع یا غیره هي نا مند. 


(۲-۴) - انداژه محیط چند ضلعیی - مجمو ع در از اهای ضلعهای يك‌جندضلمیرا 
اندازه محیط و با با عتعیار محیید. آن جند ضاعی مي تاهیم + بسن منظرر ما از محییلٌ کاهی اجتما ع 


ضلعهای انست و گاه مجمو ع انداژه‌های ضلعهای آن . 


(۳۲-۴) - مساحت 9محخیط مستطیل - بنا به شرطهای مساحت؛ عساحت هره‌تطیل 
برابر با حاصلضرب دداناام پهنای انست. پس اگز او ظا تیب ددادا و بقنای مظیا و 5 
مساعقت آن باشد : اوح : ( فخل ۲۹-۴ ).. 

بساد گی عي تو ان دید . که محیط هر‌مستظیل 


۸ : 

۹ 

2 ‌ 9 
شئل (۶س۲۹) 


پر اب .است. با دو بر ابر محمو ۶ اد از ه‌های در ار 
وپهنای آن ۰ یعنی 
(-+-۲)۵ > محبط متطیل 
ند ۵ ر دا ذرازا و بهنای متطیل هستند . متداول است که شسف سحیط را با ۲ نمایش دهیم + پس 
( ۲۲۲۱۵۸41 
ساحت مر بح به ضلم 0 برابر ۵۳ ومحبط آن برابر 0 ۲ است . 


۱ هر متر مریم چند دسیمتر مر بم و چند سانتیمتر مر بم است 3 

۲- اندازة ضلم مربعی را تعیین کنید که مساحت آن ۱۷,۹۶ متر مریم باشد . 

۳-. اندازه درازاو پهدای مستطیلی را نعیین کنبد ئه مساحت آن ۷۲ متر سر بع و درارای 
آن سه پرایر پهنایش باشد , 

۴-هساحت مر بعی را که هر فلم آن مساوی قاعده يك مثلت متساوی‌الساقین قادم الز او یه 


افتنت » ۳ هنت اتف ال فلت بیان کف . 


[ 


[ ۳-۳ ) - محیط 39 مساحت منوازیالاضلاع - به‌هدان تر تیب که در مورد 
مستطیل ذکر شد ؛ محیط متوا(یااخلاع دو برابر مجموع انداژه‌های دو ضلم مجاور آن است. 

بر ای ثعیین مساحت متو ازی‌الاملاع قبلا باید یاد آوری کنيم که در متوازی‌الاضازع فاصله 
ذو صلع مقا بل یا پاره‌خطی راکه از يك رأس بسز ضلم مقابل عمود است ببه عنوان قفا ع در 
نفتر می گیریم و ضلعی را که بر هر ارتفاع عمود است قاعده می گوییم . در این مورت گر 
از دو راس ۸ و 8 (شگل ۳۰-۷) ذو باره خط آآاز و ۱ دا بر لیم ا غود نیم 
دو متلت قائم‌الرز اویذ ۸۱۲۲ و 9۱ مساوی 
یگدیثر و بنا براین به يك مساحنند . در نتیجه مساحت 
منوازی‌الاضلاع لآنا(۸ با مساحت مستطیل 
1۱ یکی ات . اما اقلا مستطیل ‏ ۸ 
و ۸ عسنند. پس‌الرمساحت متوازی‌الاضلاع 


نگل (۴سو۳| 


مر وی 5 باشد , ۸۷ ۸۹۰ << 5 . یعتی ۰ 


لصی - فحا حت متو ای الاصلا ع برابر است با حاصل ضرب اندار؟ یلك لمع دز ذاصله ان 
ضلع از صلم ها بل | حا سل یرنه لا ده در وت نظییر آن * 

مثال - محیط و ساحت متوازي‌الاضلاعی له فنعهای ات به بر لیب اف فا عانتیمتر و 
فا حیاه دو ضلم ۸ سانیمتر ق آن ۴ سانتیعتر باشد ؛ یه تر نی ۰ 

سانتیمتر ۲8 |( و۵ +۸ ) ۲ ۲0 ۲ سا میتی میم ۲ << ۴ 4( ۸ ۱ 

آیا می‌توانید اندازة ارنعاع دیگر این متو ازی‌الاضلاع را حساب کنید ؟ این متوازی‌الاضلاع را 
رسم کنید. , 

چنه ضلعیهای هم ارژ (معادل) - دوچند ضلعی راوقتی هم ادزمی گوئم که ساحتهای 
آنها یکی باشند . بدیهی است که دوشکل متساوی عموماً هم ارزندو اما لازمةٌ هم ارژبودن دوشکل 
تساو ی آنها نیست . یعنی دو شکل ممکن است هم ارز باشند اما متساوی نباشند چنان که در شکل 
(۳۵-۳) مستطیل 11 ۸13]1 با متوازی‌الاضلاع (۸۸۱90/1 هم ارزاست اما مساوی‌آن یست . 

توا ۳۳-۳ پاش که دو با ز ه حل هم اند‌اره سساوای ظو ند و آعا در سطح شم اد ب_-۳ 


است.صاوشق باکت 


است با مجموع انداژه‌های سه ضنع آن . بدیهی است اگر مثلث ؛ مثلا ؛ مساوی‌الاضلاع 


باشد ؛ بر ای نعبین محیط آن گاقی است ابدارة يك ضلع را در عدد ۳ ضرب تیم , 
ت 


۶۳ 


مساعت مثلت _ در مبلت ۸0 
( شکل ۴ - ۳۱ ) اذ دو د اس ۸ و ب) دو 
حطمو ازی‌با اضللا ع300] و 3۸ رسم‌می کنيم , 
این دو خط بخدیهر رادر نقطه‌ای مانند (] 


قطم می کنند (چر۱؟) , و متوازی‌الایلام 
(۸0 پدیه می آید که در آن مثاشهای 
و انا متساوی و ببنا بر این هم ادد 
یکدیگر ند . پس مساعت متوازی‌الاضلاع دوبرابر مساست مثلت بال۸۸ است , اما مساحت آبن 
متوازی الاضلاع 14 است, بنابر این | گرساحت مثلث را 5 بناهیم: ۸۱۱ 19 سح 5. 


شکل (۲۱-۴) 


بسسي . 

قضیاه -. فسات عتلتا پراد است با نصف رل ضرب افذاز؟ ظر سس دز ۱ ند۱ ٩:‏ ازقفا ‏ 
نظیرآ ن ضلع ( مساعت‌هر متلت بر ابراست با ند از ۶ قاعده ضرب درنصف انداز4 ارتفاع نظیر آن ). 

مثال - مساحت ملتی که يك ضلم آن ۳ سانتبمتروارتفاع نظیر آن ضلم ۴ سانتیمتر باشد: 

سا متیمترهر بم سدح ۴ پرشد پر 5 

( ۶-۴ )- محیط و مساحت لوژی س محیط لوزی ساوی ۴ بر ابر انداز؛ يك 
ضلم آن انت . 0 

مساحت لوزی - چون تطرهای لوزی بر یکدیگر عمودند؛ ۱ 
اکر لوزی (۸961 را مجموع دو لت ۸8 و :806 که 
1 قاعدهة مشتر له آنها و ۸0 و 0) ارتغاعهای‌نظی تاعده‌ها 
هتند در نظر بظیریم » با ملاحظه آن که (0ن) -(۸۸0 است 
( شکل ۴ - ۳۲ ) مساحت هسر يك از دو عثلث مسزبور 


0 -< ۸0 ,(]9 و و در نتیجه مساحت لوزی 


)۱ 
دو بر ابر آن یی 0 , (0 .6 ۲ است , با پر این ه شکل | ۳۲-۳ 


یاه - عساحت لوزک بای ات با نصف. حاصیل یت ده قطو ای . 

لو جه « هر لرزی یال متو ادری ال ضلا ع است پس از دستودهای متو اری‌الاضلا غ هم می توان 
استفاده کرد . 

(۷-۳) - محیط 9 مساحت ذوزنقه س محیط ذوز نقه مساوی .جموع انسدازه‌های 
چهار ضلم آن است . 

مساحت ذوز نقه - برای تعیین مساحت ذوذنقة (۸81 ( شکل ۴ ۳۳۰ ) قطر (]3] 
آن را رسم می کنمم ؛ ذوزنقه به دو مثلت تقیم می‌شود . اگر از دو رأس 8 و 90 ذوزنقه دو 
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عمود 811 و ۱ را که بر قاعده‌های مقابل 
فرود می آیند رسم کنيم 911 < ۲۸(] ( چر۱؟ ). 
و اما این دو پاره‌خط ارتفاعهای متلتها هسنند. . . )< 
از مساحت دو مشلت به نر نیب 5۱ و 5 و 
مساحت ذوزنقه 5 بائد ۰ ۸8.01۳ +00.811 ود و5 


با 8۱ ۰ ( 064-۸8 ) سس 8 است , یعنی ؛ 
قضبه عساجت دوزژنقه باب است با نصف حا سل ضرت مجیو غ ۱ ندازه‌ها ق ده قا عده در ارتفا ع 
(] ۸ 


۷ 


اور دو قاعده قرب در تصف ار تشساعغ:) 
مثال - محبط دوز ئقةً (انافاش دد شکل ( ۳۳۳-۷ ): ۱ 
میامتزمبع پر سوب سل زیم سل ی رسد )و تاقب ووت‌طم. ۲ 7*1 


و ماس آن . 


میلیمتر مر بع ۲۴۶ 2 ۱۲ 36 (۳۳--۸) ۳ ۰۸۵۲ (80-+۸)-- < 9 


شخل (۳۴-۴) 


تمر ین 

۱- مخیط و ساحت متو ازی‌الاضلاعی دا تین کنبد که دوضلع آن ۱۲ و ۶ سانثیمتر و يك 
راویة ان "و۳ باشد . از تفا غ دیکر متو اری الا ضلا ع زا تین کنكد. . 

۲- دو قاعدة ذوز نقه متساوی السافیتی ۴ و »۱ سانتیمتر و هرساقآن ۵ ساشمتر وادرتفا ز 
آن ۴ سانتیمتر است . مسیط و.ساحت آن دا تمیین کنید . ساحت هر يك از دومتائی دا که به 
وسیله يك قطر از ذوز نقه بعوجود عی ید تعیین کنید . 

۳ ابت‌کنید الر وسطهای افلاع يك چهارضلعی را مثوالیاً به هم وصل کنیم چهارضلعی 
دیگری حاصل می‌شود که مساحب آأن نصف مساحت چهارضلعی مفروض است, 

۴- ثاپت کنید مساحت هر مثلث قانم‌الز اویه نمف حاصل ضرب دو ضلم زاویة قانمه است . 

و ابت کنید اگر از چهار رأس يك چهارضلمی خطهایی موازی قطرها رسم کنیم از تلاقی 
آنها يك چهارضلعی حاصل می‌شود که مساعت آن دو برایر مساعت چهار خلعی اول است . 

ع- ابت کنید اگر يك قطر چهار ضلعی قطر دیگر را نصف کند ؛ همان قطر چهار ضلعی 
را به دو مثلث همسطح افر از می کند . 

۷ تحطی که وسط دو فاعده ذوزنفه دا به هم وصل می کند آن را به دو چهارضلعی هم ارذ 
شیور میک .. 

۸- مکان هندسی رأسهای مثللهای هم ادزی را که قاعدة مشتر لد دارند تعبین کنید. 


۴۵ 


داد ۵ 
امس کنات 


( ۱-۱ ) - تعر نش - مجموعد همه نقظه‌های يك صفحه را که فاصله‌شان از نقطه ثابتی 
مایید () در ان فده بر ابر با عدد تابت ۷ است بل دابره به سر گر () و شعا ع 16 می‌نامند . 
هر باره حطط مانند ]() را 45 بث فقطه ۷۱ از دایره دا به مر کز وت ۳ ی کنك شما ع دایره 
ميي نهیم . حون از نله 0 بی‌شمار نیم عط متمایز 
آغازمی‌شود : پس ظر دار ه شا ع‌های بی شماد 
دارد و ی اند اه همه آنها بر ابر با علد ثا پئی‌است. 
هر نیم حط با مبدأً 0 تنها دز يك نقطه با دایره 
برخورد می کند . 

تماایسن بو م ی سای ی لیا تاد بو سل 
بر گار ۳ می کنیم (شکل ۱-۵) ۰ 


شکر (ف۱) 
هر دای ه پا ارگ و شماعش مشخص مي‌ شود , دایر ه بهه مر گر ۷1و شعاع 1 را نا فخااد 


۷۷۱ - (,0)) 
بعنی. * ذایر ه هجو عه همه نفاطی, از يك صفحه است که از يك تقطه ثابت آن صفحه بد يك 
تاصله اند , در دایره پا شما ع‌های متماری با هم براير ند , 
بارءعطی که بر مر گز دایره بگذرد و از دو طرف به داير ه مجدود شود قطر دایره نامیده 
۳ شود . مانند قطر ۷۲0 در شکل ( و -۱) . واضم است که 


یعنی ۰ قطر دایره ذو برابر شعاع آل است . در غر دایره .قطرهای بی‌شمار می‌توان رسم گرد . 
هم تار های ۵ بر * در هر قزر ان هر سل . 
و2 


( ۲-۱ ) - درون و برون دا یره - نیم نعط دلخواء 0۷ را بسبداً ۰0 مر کز دایرة 
(0,1) ۰6(شکل ه-(): ددنظر می یریم ۰ بر 
نقطة ۷۲ را به فاصلهة 1 ۷() از نقطه () بر این 
کت تعط احتباد می کنیم. این نقطه بر نعودد دایره 
و نیم حط مز بور است. برای هر نقطه مانند ۸ از 
نیم عحط () که ین () و ]۷ واقع باشد: ۲ >۸() 
و بر ای هر نقطه مانند 8 از نیم‌عط مر بور که ۳ 
امتداد ]۷() وافع باشد 14 ۱۳8) . 

بدین تر تیب بر هر نبم حط به مبدا 0 از 
صفحه ۰ نقاطی نظیر ۸ , ۷ و 8 می‌توان درنظر 
گرفت که فاصله‌های آنها از قطه 0۵ به ثرئیب کوچکتر از شعا ع دایره: ساوی با شعا ع دایره ؛ 


شک (۲-۵) 


یا بزر گتر از آن باشد., بنابر این دايرة ن) مجموعد نقاط صفحه دا به سه زیر مجموعه به شر حزیر 
1-۱ ؛ مجموعه نفاطی که قاصلذ آنها از مرکز کوچکتر از شعاع است : 
(۸|0۸>۲) | 
این زیر «جدرعه از صفحه دا که شامل مر کر دایره و به دایره مود است ددون دایر ه 
می گو بیم . 
۲ :) ؛ محموعه نقاط واقم بر دايره: 
( ۶8 03 |4۷ <ن) 
۳ - ظ , مجموعه نقاطی که فاصلهُ آنها از نقطة 0 از شماع دایره بز رگتر است ؛ 
( 08 ۱ظ 4 << ۲ 
این زير مجمو عه ازصفحه ۳ دا بردن دايرة ر) می 5و بیم. 
مجموعه نقطه‌هایی که دوی یا دد درون يك دایره هستنده سطح آن دایره می نامند . سطح 
دابره دا رده نیز عی ناهند . 
در سالهای آینده خحواعیم دید که هنعط شکته‌ای که يك نقطه در ددون دایره دا به يك 
نقطه در برون آن وصل کنده دست کم يك نقطه مشئرله با دایر؛ خر اهد داشت . دد این کتاب این 
گفته ر | بدیهی می پند اد یم ۱ 


( ۱+ ۳) - دابره يك مکان هندسی است - از تعر یف دایره چنین برمی آید که : 
دایروسکان هندسی نقاطی از صفحه است که از يك نقطه ثابت آن صفحه به فاصله ثا بنی 


۳۷ 


و انم باشتطه.. 
مر فن - نثان دهبد که هر دابره فقط يك مر کز دارد . 


(۴-۱)- تقاط مشتر ك خط ودابره - درصفحة ظ پادمعط ۸5 رادرنظرمی گیر یم 
شکل و - ۳ ) . چنان که می‌دانید اگم لفط ۱ 
۷ بر عمود سیف ایسن پارعخط وافم باشد . 
تایه هام که شماع ۷۸ ار هر دو نطهة 
۸ و 8 می گذرد ر چرا؟) . بتابرانن دایزههای 
بی‌شمار می‌توان رسم کر د که همد آنها بر دو 
فطه ۸ و 3 بکدر ند, مر گر های هس این دایر ه‌ها 
بر عمو د منصف یار ه خط ]۸ و اقعند . پنی‌می‌تو ان 
ات 

قضیه ۱ - دز ه صفحه بر ده نقطه متیای 
دایره‌ها یل بی‌شمار می‌گدرند . عمود عنصف پا 
عط واصل ینآ ن دونقطه ععان هندسی مرگز‌های ۱ 
ابو دابره‌هامست . شکل ( ۳۰۵ )| 


حال سه تقد ۸ ۰ و گرا که بر يك خط راست واقم نیستنه در نظر می گیزیم ( کل 
۵- ۴ ) ؛ عمود منصنهای اصلاع مثلت ۸۳6 در يك نفطه و فقط در يك نقطه مانند 0 
متقاربند و ,)ت08 0۸ , بنابراین دابرة به مرگز 0 و به شعاع ۰0۸ (با 08 با 
) برسه نقطه 9۱۸ و ن) می گذرد, نقطه 0 تنها نقطه‌ای است ثه از نقاط لر 9۰ و با) به ينك 
فاصله است ( چرا؟ ‏ . پس دايرة به مر کز () و 
به شعا ع ۸ نها دایر ای است که پ حه نقطه 
مذگور می گذرد . 

شا ای : 

قضیه ۲ - برسه نقطة غبردافم بر چك خط ۱ 
داست يلك دابره : و فقط یلك دایره : مروزمی‌کند. 6 شکل ( ۴-۵ ) 

اگر سه نقطه ۸ ؛ 9و ن) بر يث نحط راست واقم باشند ؛ عمود منصفهای سه باره‌عط 


8 ۷۸۱ رز )۸ متواری عستته و نقطه‌ای نمی توان داشت که از سه نقطة مر سور به يك 
فاصله باشد , بعنی در این حالت داپره‌ای نمی‌توان رسم گرد که آن سه نقطه را شامل باشد. 
بتابرانن ز 


بل 


قضیه ۳ - خط «است نمی‌تواند با دایره بیی از 
دو نفطه عشترلد داشته باشد . 

(۱سل) س 9تو س پاره خطی که دو نقطه متما یز 
از بل دایره را هم رصل می کثد 4 ور ناهده می‌شود 
مانند وتر ۰۸8 قطردایره بزد گترین وتراست. 

قوس ( کمان) س ددشکل (۵-۵) هروتر؛ دایره 
را بدوقسمت نقسیم می کند که هريك از آنها را يك قوس شعل ( ۵-5 ) 
می‌نامند ؛ مانند قوس ۸ که آنر! با نماد ۸13 نشان می‌دهند.. 


(۶-۱) - قوسهای متساوی ‏ فرض می کنیم که‌دهوترس ظ۸ و (1 (شکل ۵-۵) 
با یکدیگر برابرباشند و بخواهيم آنها را برهم منطبق سازیم , 
دایرة () دا حرحی فرضی کلید که در حول محوری که‌برمر کزش گذشته و برصفحه آن عمود 
باشد دودان کند ؟ بسهو لت درد می کنید که‌دایرة محیط این چرخ پیوسته بر دوی حعودش تغییر 
مکان می‌دهد. حالافرض کنید که (1:) راثا بت‌نگاهد اریم‌ودایزه را آ نقدردر حول مر کزش بچرخا نیم 
که برن) واقم شود ؛ حون دو فوض متساویند: ۲ هم بر (] قراز عی کرد و ده قوس مصاوک: 
بر یکدیگر منطبق می‌شو ند . 
اگر بخواهیم دو قوس متساوی از دو دایر؛ُ متداوی دا برهم منطبق کنیم : مررکز دوایردا 
منطیق می‌سازيم ؛ بدیهی است‌دودایرهبر هم واقع غی‌شو ند؛ حال یکی از دوایر دا دد حول عر کز 


آنقدر می‌چرخانيم که فوصهای متساوی ۰ مانند توسهای ۸ و (ن) در (شکل ۵-۵) ؛ بر هم 


حمع 9 تفریبق قوسها - جمع وقریق قوسها ؛ شبیه به‌جسع وتفریق پاره حطهاست. 
درشکل(ه-۵) ۰ 96 +دظه ۸ و90 - ۵6 - ۸ 


(۷-۱) -زاوية مر کزی -هرزاویه که رأسش ددمر کز دایره باشد ذادیة مرکزی نام 
دازد » قوسی از دایره که پین ما عط نقا سح وآیر و یا اد ع يلك زاو به مر کز ی متجیو زر است ۱ 
موس مقابل آن زاوبة مر کزی است .و آن زاویه هم زاویة مر کزی مقابل به آن قوس نامیده 


ق 


قضیه مب گا: دزدا یهاگ دوزاو یذ موکرق عتساوي پاشند ۰ قوسهاق مةا بلشا ی نید عتساویند . 
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فرص : (۱۱)ی) ست (۱۱)ر کر 
کم : 0( ۸41 (شگلن_ع) 


پوهای - یکی از دوژادبه را ثایت نگاه می - 
دادیم‌و دایزه را وز خول مر کزش آقدار می‌خرخانيم ۷ شعل ۰۰۱ ۲ ] 
تا يك ضلمزاو ی دیگر بريك ضلم زاو یهنا بت قراد کیرد و دوزاویه در يك طرف آن ضلع و اقم 
شم ند؟ بدیهی است که حون دوز او به معباوند؛ اضاد عم دیگزشان لیر برروی هم قرازه‌ی کیر ند؛ 
در نتیجه تقاط قرو ب) بر هم و قاط 8 و ۱۳ نیز برهم واقع‌شده و کمانهای (۸1 3 (ت ب رهم 
منطبق می‌شو ند ؛ پعنی دو قوس ؛ مساو یند , 

قضیه ءکس - حرگاه ده دایدای ده قوس عساوی باشند.» ژاویه‌های مکی عقا ملهای: 
هت وین - 

ترض. رجات 8 (شکل ۶-۵ ) 

7۸0۲9-700 

بدهان: - بل قوس را تا بت‌نگاه میداد یم و دایره را انقدر درصول مر کرش ی چر شا نیم 
تا فوص دیگر برقوس ثابت عنطبق شود؛ دز نتیجه ده زاویه مر کزی بریکدیگر منطبق می‌شو ند 

نتیجه - هرقطر + دابوه ۷ به‌درقوس متساوی تقسیم میکند که هریلت از آنها مقابل به‌پلد 
او یه نیم صفظه ات . 

قضیه - هرگا: دز دایوهاض دد زاوية مگرق عتساوی نباشند + قوس مقا یل به‌زاویه ودک . 
بزدگتراست ازقوس ما بل به اویه کوچکنو 
(شکل ه۷-۵) 

فرض : (00۲) رح ۵ 

ناش سه 7۳ دایره را آنقیدر 
بجر انیم که :4() بر ۸ر() قر از کیرد ودو 
زاویه در بك طر ف 0۸ واقع شو مد ۱۳2 
ضنم 01 در درون راویه ۸۷۵1۵ می‌افند و نقطة (1 بين ۸ و ( واقم می‌شود : بعی : 

زد 
قصیا عکس ب هگا دزد یودای دوفوس ناهتساوی باشند + قوس رارکت مقابل است به 


اوية مرکزگ بزدگتر . 

فرع : ۷ ۸ (شکل ۷-۵ 

کم : (0) ۵0۵ ۶ 

بهان ار ۸08 از (2001) حم بزر کتر نباشد ‏ يا با آن مساوی است یااز آن کوچکثر است ؛ 
هر گ200۰۱ مر 8 سر باشده (1)- 3 ۸ واین‌تعلاف فرض است :وا گر۱۳)) سر ِ (٩‏ مر 
باشد. ( > ۸ و اين نیز خلاف فرض‌است؛ پس ددنتیجه 6:10 <<8 ۸0 /راست. 


(۱-بار)ساندازه گمان س ازفشیه‌های خر نتبجه می‌شو دکه يك وابستکی مان هر کمانه 
زاویه مر کزی آن دجود دارد .لا اگريك زاویه مر کزی چند برابرشود »کمان آن هم چنه برابر 
می‌شودو بمکس, همچنین بزرگی‌و کوچکی کما نهای‌يك دایره به‌بزد گی و کوچکیزاویه‌های مر کزی 
آنها بحگی دادد ؛ بنابراین می‌توان اذتعریف ژیریرای مقایسه وانداژه گیری کمانهای يلك دابره 
ثابت استفاده کرد , 

تعررف - هر گاه انداژه زاویه مر کزی يك کمان برابر با ۵ واحد باشد : گوئيم اندازه 
کمان ۷ بر ابر با بج واعك است:. 

بنابراين اگر زاویه مر کزی یلك کمان هغ درجه باشد ۰ آن کمان سم ۶ درجه اسث , 

در سالهایآبنده در ازای يك کمان دا نیز تعریف خواهیم کردکه برحسب واحدهای دراز! 
مانند مثر. سانتی‌متر: ایشح پا غیر ه بیان می‌شود . بادآودی می کئیم که در از ای بك کمان واندازه 
آن دوجد سفاوت هستند و از يك گرنه لیستند . دم کمان از دو دایره با شعاعهای مختلف ممکن 


است یا اند ازه داشته با شند و ای درا ایغان متفاوت باشد. ( به‌شگلهای و۸ و ۹-۵ نکاه 


قل (-۸) شکل )٩-۵(‏ 


۷ 


تمرین 

کدام يك از گزاره‌های زیر درست و گدام يك نادرست است * 

ضمذ زاویه‌های مر گزی. بت دآیرممعساوییه..ب- رانن هر زاویل نز گر از یف دای 
بر مر کز آن دایره و الم است . - هر دایر ه فقط شامل دو نمدایره است . هر نیمدایره يك 
کمان از دابزه اشت , نتفر دایره فقط بت قطر ذارد . هر ذایره باهر وثر آن تنها در دو نقطه 

۲- عبارات زیر را چنان کامل کنبد که هر يلك گزاره‌ای درست پاشد . 

- کتمانهای متساوی بك دابره زاویه‌های مر گزی ,., ذارند , - در دو ذايرة نامصاوی 
کمانهای .,.. ژاویه‌های مر کری مدساوی دارند . - عر شعاع ار يك دایبره زپرمجموعه‌ای 
از نفاط ۰ است , - لیه‌سار هر ژاویه مر گزی‌از يك دابره گمان نظر آن زاویدرا , 


‌# 
۳- مه نقصه ۸ و 13و ب) بريك دایره به مر کز (0 چتان اختیار شده‌اند که "۵ ۸08-۷ 


۸ 
و ۶۲ > 00 : دوژاوبه در دوطرنی 001 هستند. , انداژه کمان :)۸ دا تعیی کنید. 


ی آزه‌هاشی در باره و تر ها و کمانا 


(۱-۲) - 8 ترها و کمانیای برابر ۵ نابرابر 
قعنیه ۱ - فوض کنیم ۸13 و ۲ظ۸۵۳ دو وتر از بلك داییه هستند و ۸1 و کما نا نی هستند 
که از "هو بیشتر نیستند ۰ ]نگ ۸۱8 - ۸ اگر و تنها ۱ ۸۳19 - 8 
برهان - در دول ۸6۱8 و ۸۳)۱۱ (شکل ه۵-عو): 
"60۸-۸ 
8 << ۸۸0 ج ۸۱8۱ - ۸1 
--۱1) 
با براین 0 مي ‏ :() مر ودر نتیجه ۸۱۰ - 41 
به تر تیب عکس می نوان دید که 
۸7 :۸/0 ج ۸۳8 - ۸ 
و در این صورت و منلت ۸08 و ۵۸۱۱0 یه 


حالت (ض ر ضص ) مساوی یکدیگر می‌شخوند 
و در نیحه ۲ ۸ دنق , 


۷ 


قضیه ۲ - خرضی‌کنيم ۸1۵ و ۸۳۵ ده وتر از پك دایرهاند ۸ ۱۸۵۲:۱۸۳۳ ببشتر نیستند. 
آیگاء ۸ اد ۸۳ بذک است اش و تیا گر 8 ۱ ۸۱1 باکت باشد: 
برهات - در شکل ( 1۱-۵) : 


۸ ۸۵( 
۲( مر حد ,() سر جح ۰ () - () 
۸90 
| چر ۲۱ ) 
بثابر این 8 ۸ 
عکس فضیه را با برهان خلف پا با روش مستقیم ع ت14 


تاست. کلید.. 


(۲۱ ۲ ) - فاصلة وتر از مر کر دابره 
لضیه ۱ - دز ظ دایده قط عمید ی یلد دق ۰ وتو وکیا نهاق ای :۱ نصف می‌کند , 
برهانن - ۱گسر در داسرة ( ,4/0( شکسلن ۱ 
۱۳-۵ / + قطر ( بر ونر ۸۵ عمود باشد » در مثلث 
(٩‏ که متساوی‌الساقین است ؛ پاره‌خط 011 ارتفاع 
نظیر قاعده است و بنابر این زاویة رأس و قاعده مشلث 
وا تصف می کند ؛پس : ۲1 ۸۱ و ,2 مر ,)مر 
از تساوی این دو زاویه مر کزی » تساوی کمانهای۸۳ 


و ۲ نتجه می‌شود. اما ()] قطر دایره است و ینابر این 
کمانهای ۳۸۵ و ۳0 متساویند ؛ در نتیجه : ۸-08 ( چرا؟) . 


شعل ( 8 ۱۳۲ ] 


قضایای عکس قضیه ۱ 

قضیه- خطی که مرگز دایره د۱ به وسط یلك وتران وحبل کند بر آن وتر عمود است . 
۶۱ بنا براین کماندای نظیر ادن وثر ۷ نصف می‌کند .با 

قضیه - قطری که از وسط یلك کمان از دایه بگدرد ب وق نظب این کیان عمود است ۰ 
3۱ بنا بای وتر و کمان دیکر نظیر ی ۱ نصف می‌کند. ‏ 

قضیاه ۲ - کیانهایی که پین ده وق متوازی از داپهاکگ ححصور باشند عساوق بگدیگ ند . 

هر يك از سه فضسه را پا نمادهای ریاضی بنویسید و ثابت کنید . 

قضیه ۳ - دز طر دای دی‌هاگ معتساوی از عرک؛ به يثك فاجلهاند , 


۳۳ 


یعنی در شکل ( ۵ - ۰۱۳ 

۲[ 3 ار 
0011-07 ج | ۸8 | 001 + (0,۱) بای ام ش ,۸ 

۳ ۱ 02۳1۳) 
برهان م ار تساوی دو ور ۸ و ۸ تساو 
ده مثلت تالا و ۸۱0 رابه حالت ی ض ضي | 
بیس موجن وه سباو ی این دو مغلت ان استون 
که همه اجزای نظبر آنها ,و از جمله ارتفاعهای نظیر 

ده فا ده و نیاو چل یا سسناه , یی ۲ ۱۳ . 


قضبا عکس - ۱ خر دابرد وترطاجی که ار خرکر بیه 
بلت فا لها ند مسا ایند شعل ( ۵ - ۱۳| 

ااشات به عهده دانش آموزان است ). 

قضیه ۴ س از دو ور نامتساوق یلك دایره ان که پزدگتر است به مرک نزدیکتر است . 

صورت بمادی فصیه را بسو‌پسید , 

برهات - بر دابرة :4 ابتدا از نقطه ۸( شکل ج - ۱۷ کمان ۸۷ را مساوی با کمان 
دا عی‌کنتم ۰ چون ۸8 ۰۸۱9 نقظه 6 
۸3 بین 83۸ وذرآن طرفی از وثر ۸48 فرارمی گرد 
که مر کسز دایرء در آن طرف قزار ندارد , پس ار 
عمودی که از مر کز دایره بر وتر الا فرود می‌آید ؛ 


ان ویر را در نقطه ,ا و ونر ۸8 را در نقطه 14 فطم 

5 ۰ 
0۱۱-۸ چس ۵۱ ۸۸ 

انا ۸ ۸3 پی ونرهای ۸19 و ۸۷۸ در بك امتداد 

نپسننه و باره خظ ,00۲0 که بر ویر ۸4 عمود است » شکل ( ۵ -۱۴) 


۳ ونر فا مود نیست پس ۰ 

۱ ۷ که ]۱() 
| 01,01۷ ۶ ,)> ]() 

فضیلا عکس - اگر دو وقر از هرکز دایره به یلك فاصله نباشند ۰ وثری که به مرکز نزدیکتر است 


٩‏ ددگ مکی ی 


تیه را با نیادهای ریائتی بنویسيد و تابت کنید , 


۷ 


لمربن 

۱- کدام يك از گزاره‌های زیر درست و کدام نادرست است ؟ 

هر اقطر داپره وتری اژ دابره است . - هر وتر دایره يك فطر دایره است , - قطرهای 
بك دابره هم‌اندازه‌اند , - بزر گترین وتری که از بك نفطا داخل دایره می گذرد قطری است 
که‌بر آن نفطه مرورکند . - بعضی ونر های پك دابره شعا ع دایر اند , 

۷- بر داپر! (۴ سانفیمتر , 0)ی) نقطه‌ای تعیین کنید که از نقطه ۸ که به فاصلة ۶ 
سانتیمشر از مر کز داپره والع است به اصلة ۴ سانتیمتر باشد . 

۳- در وتر متساوی از دایر؛ ( 8 , 0) 6 در نقطه ۱ متناطعند » ثابت کنید پازه خطهایی 
که به وسیلا نقطل تفاطم روی دو وتر پدید مي آبند دو به دو مساوی بکدیگر ند . 

تابت کنبد هر دو وتر متوازی که بر دو انتهای يك قطر از دابره می گذرند متساویند, 

۵ لابت کنید خر دو وتر متصاوی که بر دو انتهای يك فطر از دایر ه می گذر ند د در دو 
طرف قطر قر ار دار زد متو آزیند, 


(۳-۲) م ااضاع نسبی خط و دابره- خط ۵ و 
دایره ]٩(‏ ۸ 0) ن) در يك صفحه نسبت بهمسه وضم دارند , 

۱- خط ۵ ودایره (8] و0) ن) هیچ لفطة مشتر کی ندار ند 
شکل (الش) اگرفاصل؛ مر کزدابره را از عدط 8 با 013 نشان 
دهیم دداین حالت 0۲128 (چرا!) 

۲- خط 0 ددایسره (1 و0) ن) در يك نقطه مشتر کند , 
شخل (ب) درد اپن حاات خحط و دایره دا مساس سی ناد و 
0118 است (چرا ) 

۳ یط 8 ودایره (1 و00) ن) در دونقطه بشتر کند . در 
این حا لت حط ودابر» رامتفاطم می‌نامند و »0۳۱ ,شکل ج 

تلیبحه « درهر دایره شعا غ در نقط؛ ماس بر خط مماس 
عبوداست (جرا؟) 

برعکس « اقر ۰01*71 ]1[ و پا ۱>>1] 
باشد به تر تیب لوط و دایره : ستفار ح) مماس و يا متقاطء‌ند . 


(۲-۲) ت اقضاع نی د9 دایره سس دددایره (10 ولا با د ( دا نا دادرنار 
می گیر بم پاره خط 00() زا حطالمر کزپن می تاد فه‌بولا طول آثزا پا له نشان می‌دهند + این 


۷ 


در دایره درصفحه نسبت بهم پنج وضع دارند, ۱ 
۱- دو دایره هیچ نفطه مشتر ندارند وتماح تقاط 

هريك از آنها درخاد ح دیگری واقم است شکل (د) . دد / 

این حالت ده دایره دا متخار ج می‌ناعند و ٩۳‏ + 1 0 


امیتااب 


۲- ند ذابره ظیج تععه ۳ نار ال و تمام تا صل 
یکی از انها در داعل دیگری و اقم است . شحل ( ۶ ) 
دراین‌حاات دودابرهر! متداعل می‌ناسدو| 02۱-1 


اهرت 5 


۳- دو دایره دريك نفطه معیر کند وتمام تقاط هر 
بث ار آ نها درخار ج دیگری داقع است شکل (و) دداین 
حالت ده دایره را مماس حارج می‌نامند , (نقطه مشتر لد 
رویط المر کز ین است) (جر۱؟) و ۲۳+ 1۲ < 8 . 


۳- دو دایره دريك نقطه مشتر کند و تمام نقاط یخی 
از آنها داخل دیگری قراد دارد و ذداین حالت دو دایره 
۱ عماس هشیر 2 داخلی هی نا دنل ۲ ۱ - | ع [) شکل 


(ذ) . 


۵ دو دايره در دو نفطه مشتر کند شکل (ح) در 
این حالت ]02 . 
برعکس م اگر -۵84 +14 حق 
۰0>۷ || ع 8یا | 1 - 85| > باشند. 
دودایره بهثر تیب متخار ج؛ سیاس تیار ج؛ متقاطع: مماس 
داخل؛و یا متدا خل‌می باشند( | ثبات بمهد:دا نش آموز ان‌است). جح 


۳۶ 


۳ زاوبه در دایره 
(۱-۳)- ژاویة محاطیی م زاویة؛ محاطی زاویه‌ای است که ر اس آن یل نقطه ازدایره 


واضلاع آن دو وثر از همان دایره باشند , کمانی از دایره را که به دوضاسم ژاوية محاطی محدود 


است ودر داخل آن ژاویه قراز دارد ؛ کمان مقا بل به آن زاویهٌ محاطی می گو ئیم . 


قضیه - انداژ؛ هر زاویة 
عتا ی اش افنتت با خسف 


اندازه کمان زه شلاگ 91 


شئل (۱۴۵) 
برهان - برای اثبات این قشضیه سه حالت ددنظر می گیر یم 
حالت ال : بکی ازاضلاع زاویة محاطی قطری از دایره است , اقراز هر بمر کز دایره 

وصل کنیم ؛ز اوه مر کزی :#۸06 بدست می آید که زاو به؛ خارجی مثلت‌متساوی| لساقین 8 0۸ است؛ 

پتاپراین مساوی «جمو ع دو زاوية غیر مجاود آن است . 

8۵ مر ۲ ع ۵ مر رمع نالا کر 
یی زاویة محاطی :۸1۵ مر سادی نصف‌زاوية مر کزی ن)(۸ر مر می‌باشد ؛ 
۸90-0 
جون ائدازة زاویة مر کزگ لام برابر اندازة کمان ۸ می‌باشد؛ نتیجه می‌شود که اندازة 
زاوپه۸0 ۸ سادی نصف اندازه کمان مقا بل‌خود می باشد . 


لمرین - با استفاده از شکل‌های (۱۳-۵) قشیه رادر دوحالت دیخر که اضلاع زاویة 
ما علیی ازقر کر وا بر ب نمی کذ زد با بت کسد , ق 


۳ 
کِ 
ید 
[ 


(۲-۳) - کمان حاوی زاوابسه 
معین - نقاط ثابت ۸ و 13و زاوية حادءة م را 
در نظر مسی گیریم ( شکل ۵ - ۱۵) . در نقاط 
مد تور بر خط ۸ و در بك طرف آن خط دذو 
راویه به اندارة ع- 4۰ می‌ساریسم . اضلاع 


اين دو زاویه در نقطه‌ای مانند 0 تلاقی می کند 


(چر!؟) . دایره‌ای که به مر کز 00 و به شعاع فعل ( ۰۵ ۱۵) 


وش 


۷۸ 


۸ با 8( رسم کنیم ازدو نذطة ۸ و 8 می گذرد.اگر نفطة ٩۱‏ را بر کمان بزر گتر نظیر وتر ۸8 
از این دایره : ( ۱۸۰۳ )۸ 1 که با مر کر آن در يك طرف پاره‌عط ۸ قرار دارد اشتیار 
کنیم 4 ۸08۵ مس ۸۱۸13 مر (چرا؟) ,یعنی هر نقطه واقم بر کمان ۸08 راس زاویه‌ای 
است مساوی بو که اضلاع آن از دو نقطهُ ثابت ۸ و 8 می گذرند . 

اکنون ثابت می کنيم که راس هر زاویه مساوی يم که اضلاعش بردونقطة ۸ و 8 بگذر ند 
بر :8 از دایر2 () قرار دارد . در حقیقت ار فرضی شود که نقطه‌ای مانند ۳ ؛ مثلا در درون 
داپره و اقم پاش » یکی از دو خط ۸ پا ۷۳ و مشله ۷۸۵۸ دابره را در نقطه‌ای ماند ۷ قطم 
هی نند و در مشلت ۱۷۱۷/۸ ۰ اد ,۱۷ مر چچت [ اع لا و ۱۷ خر خر لا خن ) 
به مین لم نیب بت می‌خود له ۳18 ۳ تقطه ای و الم در برون دابره باشه وک ( کر 
است.پس عرنفطة ۷ ازصفحد دایره ناه ط آن که مد 8و مر باشد. » بر ۸63و اقع‌است:, 

شمان .)۸ را که با هرگ دای ه ذريك طرت وم ۸ قراردارذ ف دارای خاهیت فوی 
است ؛ گمان عاوی زاویه 6 داسته به یارعط ]۸۸ مي ناهيم . این شمان را کیان ده ون زادية 
6 «اىسته به با زاقط نت من گویند ۱ 

بر حعد ]۸ در دو ننطه ۸ و ژو در طرف دیگر این باره‌عط راویه‌هایسی مساوی 
٩ ۵*۵‏ بنا کنیم . به‌همان تر تیب دابرژ دیگر "0 ازصفحه ظ حاصل می‌شود که عیناً دادای 
ین ‏ عا ییحی امستت بن جماغز این بي توان کف 

عکاو هندسبی نقاطبي از یلد صفحه که از دص کرد نها به ده نقطه ابیت ۸ و 13 از اد 
صفحه زاونه‌ایق عساوق » بدید هیآ ید : کما نهایی است از دو دایرة متساواق دز ان صفحه‌که پم 
دو نقطه مو‌پور هیر گدرند و زاوية مرکرق مقا بل به وتر مشترلا [ نها مساوق ۲۵ است.. 

بدیی است تمان لو چکتر ۸۸۱3 ار داب ۶ (00,10)) نیز حاوی زاوية منفر حذ و - ۱۸۶۲ 
و ابستثه بهباره خط ۸3 است و مین کمان مشایه آن از ذابره ذیگر نیزهسین خاصبت رادارد. 

تفر ین + خاصیت فان تفاوی ی زاوبه زا به صورت شوط لازع و تافی بیان کسد . 

مسئله - پساز هحط ۱ 


1 ماوق ۳ سا تمهت ۳۹ 


بیدا 3 
نی 
سیب 


و و و 
ترا اش ۳ 9 سس ۲ 3 


سر آن کمانهانی ۱۱ 
دعند که حاوی زاویة 


۳ ۱۳۳ 


( هن فی * ان )۱ خئل ۱ ۱۳-5 ] 7 


ر ابا نو حه یه لها ی ( ۵ - ۱۶) حل نید ,ار دوراه | 


تمرین 
ات از «ثلتی ضلم نالآد ۴ سانتیه‌تر و "ومد ۸ و ارتفا ع ۸11 < ۲ سانتیفتر است ؛ 


۲-مثشی رسم کنید که در آن شام تالا ع سانتیمتر و "وعع هر و میاه ار دم 
با مغر .بافند.. 
۳- در درون متلت ۸۱۷ تتطه [۷ :۱ چذان تعبین ننید کذ .۰ 


۸ 1(۸6 مر قا ۸۷۸ کر 


( ۳ ۳) - زاژیه‌هایی که بین وترها ومماسهای دایره پدیدمی آیند - هر کاه 
دو وتر يا دو معاس با يك ونر و يك مماس در ددون با برون دایره‌ای برخورد کنند بین آنها 
زاو به‌هایی بذ ید می یذ ۲ کما نهافی از ذاير ه یه تقاط تقاضم اضلاع زاو به‌عا با دایره محدود 
می‌شوند . بسن اندازه‌های زاویه‌های مزبور و اندازه‌های کمانهای مقابل آنها روابطی بر قر ار 
انت: که آنها را با قضیه‌های ریر بیان ین شنبیم : 

قضیبلنا ٩‏ - "ندازه زاویه‌ایق که بب ده ونر هتطا طع دز دزوی یثك داده بدید هی ۱ چند تیف 
مجمو غ انداژ«هاق دوگما نی از دایره است که به آی دو وتر محدودند و درآ زادبه وذاوية متقا پل 
نه دس ای فاد دادند. 


ف شا ۱ 1 زد ۳ ۲۱ شتعل ۱ ۱ / 
۸ ۸۲ مر - ۸7۸ 


ّ 


اما دو ژاوبه طرف دوم ژاویه‌های محاطی هستند 
۱ و 
ینابز این - .]وس .۳ ار 13 هرز 


پا ( 1۱۳-06 ) کت 7۸ 


قضبلا ۳ - اندازة زادیه‌اق که نی استدادهاق ده 


شعل [ 5 - ۱۷ | 


3 7 1 9 نت 9 3 کب اک ۹ 
وثر دز ما [ .۲ ذانره بذید عی ۱ ید نصف. تفا خر ندا هاگ 
نو ها نی از دای است که به ای ده وثر معدودند و دد ژاویه فراز دازنذ.. 


ویر بهربه مسق سجن مسرت (ق )لت تابتگن 


۷۳۹ 


آیا با تو جه به شکلهای (۵ -۱۹) می‌توانید قضایای بالا را به صورت دیگر ابت کنید ۲ 


شتل ( ۱-۵ ] 


زالژابلا بین معاس و و تر _ عر زاویه که رس آن يك تزطه 
از دایره ويك ضلم آن مماس بر داپره در آن نقطه وضلم‌دیگرش 
وتر دایره باشد ؛ ژاویة طلی ناهیده مي‌شود . مانتد ۳19 #ر 
در شکل زو اه ۷). 

کماتی از دایره را که در داخل زاویة ظلی و اقع‌می‌شود» 
و در حقیقت کمان نظیر ونر مزبور است ؛کمان مقابل ژاویة ۱ 
۱0 شکلي | ۴۰-۵ ) 

فضیلا ۳ _ انداژ؛ هر ذاویة خلی نصف انداز؟ کمان مقا بل آ ی از دایره است . 

برهان - قطر ۲۳ را که از نقطة تماس می گذرد رسم سی‌کنبم ( شکل ۵ -۲۱). 
در بثلت "۰107 


از طر فی : 
13[ - 15" 1() 
و از آنجا : 
۲-۲« 7 

اما "۲ زاویه‌ای محاطی و مقایل به 78 و در تتیجه 
مساوی نف این کمان است. پس 119 ۲9 . 

مسثله - خحطی رسم کنید که از نقطه مغر وضص 
۱ بگدرد و بر دابره ( 6 ,0 )4 از این صفحه مماس 


یا ده , 


۷. 


حل:۱ کر نقطهة بردایره‌داقم باشدخطر ]۱۷ "در 

که در آن نقطه بر شعاع /۹() عمود رسم شود در نقطه 

بر دایره معاس و بنابراین حواب مسثله است و 

مسشله فقط يك جواب دارد (چرا؟) ( شگل ۵ - ۲۲ ). 

در حالتی که نفطه ]۷[ ددبرون‌دایره باشد » برای 

بی بردن به طریقة رسم مماس ملاحظه می کنيم که گر 

بر دایتره (ب)) مماس و نفطه () وعص باره‌خط 

۸ باشد؛ درمثلت قالمالزاوی 01۱۷ : 0۳۲-200۷0 ۰ 

چا 3۳۷ نیقی کذا ازتتملگ 96 بر گنر ویر قارع شکل ز[ ۵ ۲۲ ) 
() ) مماس است با آن دایسره در 


نقظه این ببه فاسله 6 از نله 


(مماس مي شود , بابر این اگر به 
مر کر ۲) وبه‌شماع ۸) - دایره 
ای رسم کنیم » دایر۶()) را در 
تشمله ای مانند 1 قطم می کند و از 
ول کر دن آن نقطه به نقطه ]۷ خط 
مماجی رمع شود (شکل ۲۳-۵). 

چون نقطه ۷ در برون دایر ة 
( 0,1 )ن) فرض شده ۰ ]<< ]۷() و از این رابطه می‌توال داشت << ۲0 با 
0۰- << "00 يا 2010 -18<< 00 یعنی خط المر کزین دو دایره از تفاضل دو شعاع آنها 
برر گتر است, ازطر فی می توان نوشت ۲4-06 >> 0(۳() ( چر ۱؟ ) یا 2۸ +1 > 0() وین 
خطالمرکزین دو دایره از مجموع دو شعاع آنها کوچکتر است . پس دو دایره در دو نقطه 
7" و "۲ یکدیگر را قطم می کنند و مسئله دو جواب دارد . 

این طريقه رسم مماس از يك نقطه بر دایره کلی است و می‌توان دید که اگر 0۸-8 
یا ۲0۷-6 یعی "00-8-00 یا /(0 * -8 "00 باشد ؛ دایر؛ ( 0 ) با دايرة 
( 6 ) مماس در درون است‌و باآن فقط يك نقطهُ مشتر له داشته ومسئله فقط بك چواب دارد . اگر 
0۱۷-6 یعنی نقطة 1 داغل دايرة ( 16 , 0)) باشد ؛ دو دایره هیچ نقَطه مشتر کی نجو اهند 
داشت ( چرا؟ ) و نقطه 1 وجود ندارد . بعنی از نقط واقم در ددون دایره نمی‌توان مماس 


شک ( ه - ۲۳] 


ددشجل (۲۳-۵)؛ که از نقطهٌ ]۷[ دو مماس 1۷۲ ۲۳۵ ]۷[ بردايرة (2))دسم شده‌انده 


۸۱ 


۷ -۸۵0۲۷ (چرا ؟) در نتیجه ۱۲-۱۲ و ۸۸110-7۲۱۸۵ و 
1۷ + << ]1۷0۷ مر و در مثلث متساوی‌الساتین "1/۲ ۰ ۲۲ [ ۷۱۲1 است ( چرا؟ ) 
بتابر این می‌توان نوشت ؛ 

قیه ۴ س جر کٌا: از چلت نفطه در برون دانره‌اي و مماسی بر آن دایره سم شود ؛ 

اب قطعاتی از عما سیدا که ببون ان نقطه ؛ نقاط دیاس عحص زنذ هنسا و یند , 

۲ب خطی که آن نقطه (۱ به مرکر دایره وصل کند ژاوي؛ ین ده ماس : همچنبی زاو 
بیین شعا غیدا یی تقاط ثماس :۱ نصف می‌کند ز بر وترق از دایره که ده نقطه تعاس (۱ به هم وصیل 
حی‌کند عیود اشت و ی دا نصن. می کند . 


تمرین 

۱- دو داي عم‌مر کز ( ولا )ناو ( ۳ ۳)0) با فرضی ۲ ] در نظر بگیرید و 
ایت کنید مماسهایی که از نقاط مختلف واقع بر دايرة ب) بردايره آب) رسم می‌شوند ماو یند . 

۲ در مسئله قبل ثابت کنید وترهای دایره ن) که بر دایرة ") مماس باشند متساویند , 

۳ مکان هندسی نقاطی مانند ۷۸ را پیدا کنید که اگر از آن نقاط مماسهایی بر دای 
مثروفی ( 6 (0):) که با ۷ در يك صفحه است رسم کنيم , ساوی طول معین [ باشند . 

۴ ان " ه ع ۳ ۸ را پر داير: () اختبار کرده در تقاط ۸ و ۲ دو سماس بر دای 
رصم می انبم نا بگدیگررا درتفطة ۳ عم کنند !اندازم‌هایژ اویه‌های ءثلت ۳۸۸۵ را نعیین کنبد , 

۵ دو.وتر شا و لاب از .دایر 4 () در نقطه‌ای مانند ۳ ددون دایره متتاطعند جنان که 


)۱ ۷ ود دما نهای عقا بل به آن اردایره به‌ثر تیب به‌انداژه‌های ۲۱) ق (مم د )اند 


ندازه زاویه ]را نعیین ننبد , 


لس دو ویر عسود بر هم از دایر ۶ ۱ ۷] و )نا بر دایر ه جهار تمان پا ید آورده‌اند ۱ ۳ 


اند ازهمغای دو کمان از چهار کماب مزبوو "هچ و "و باشند » ان‌داژم‌های ذو کسان دیگر را 


۷ - دودایره شاوی در افله‌ای ما نند 1" مماس برونی هستند و ۸19 و (آن) دوقطرمتو ازی 


از این دو دایر ه‌اند , ثابت کنید چهار فلعی ۸9:10 لوزی است , 


ما موازی است.. 


سم دو حول 010 دی ی شیجه ۳۲ هقر و کید زٍ دایره‌ای بسه شما ع # ون 4 سم کنییط 3 


بر ظر دو شب مز‌پور تعاس باشند , 


۸ 


۳ مماسهای مشتر لك دو دابره 


(۱۰۳)- قعزیف - خط 4 دز ه 
نفطه 1 بر دابر؛ ( 8 , () )ن) محاس است: ۹ 
نقطٌ دپگر "۲ را بر این خط در نظر گر فته 
و یرای اند ( ۲0 وس 
می‌کنيم که در این نقطه بر خط 1 مماس 


0" 


باشد , در این صورت خط 0 بر دو دای 
ناو انا ماس است و آن زاعیای شیورد شعل ([ ۵ ۲۴ ) 
دو دایره می کوييم ( شکلهای و - ۲۴ و 
۵ - ۲۵ ) .۰ 

دو دایره‌ای نهذ بر خط ) مماسند 
معکن است غر دو در يك طرف این اخط 
واقم باشند با در دوطرف‌آن. درحالتی که 
دو داپر#مماس بر خط. 4 در يك‌طرف‌این خط 


و انم باشنند ؛ یعنی خط یاس ازیتن دو‌دایره 


تمی گذرد , آن را عیاعی مشترلا خعا زجی 
دو دایره می گوييم ( شکل ۵ - 9۰1۲۴ 
در عالتی که دو دایره در دو طرف خط ماس واقعند , به بیان دیگر عمامن مشترله ببن دو 
دایره فر از داشته باهد » آن را مماسن عشترلد داعلی دو دایره مي‌اميم ( شکل ۵ - ۲۵ )۰ 


شئل ( ۵ - ۲۵ ] 


( ۴ ۰ ۲ )- رسم مماس مشتر لك دو ذایر ه 

دسم مماس مشترك خادجی دو دايره - دابره‌های ( 6 , (0)او ۱ ۷ )نا را در 
صفحهة ۲ درنظرمی یریم ؛ ا گر خطل در 9 
تقاط 1 و "۲ براین دو دایره معاس باشد تک 
ومر کزهای دودایره دريك طرف آن و افه 
باشند ( شکل و - ۷۲۶ ) ؛ دو شعاع 61 
و ۲) بر خط 1 عمو دنه بنابراین‌موازی 
یخذیگر ند . پس ال 39 باشد, 


۳ 


خئل ( ۵ - ۲۳) 


خستلی ۳۹ از 0 7 ۱ بت اه 


زر 


دایسرةه لوچکتر ) مسوازی معاس مشترلك رسم شود , شعاع 0۴ را در نفطه‌ای مانند ]] 
قطم می کند ( چرا؟) ؛ و بر آن خمود انت . بتانس‌اینن چهارمشی ۲۱۳۲0 متتطیل 
وخط 0]1) بامماس‌مشترل خارجی دو دایره موازی است, درنتیجه ا گر خط 1]() مشخص باشد؛ 
خطی له موازی آن و مماس بر یکی از دو دایسره رسم شود همان مماس مشترلد خارجی ده 
دایره است . اما مثلث 11 6() را به آسانی می‌توان رسم کرد » به اين ترئیب که به مر کز 0 
و به شعاع  ]0‏ ]] دابره‌ای رسم می کنيم تا دایر ۸ به قطر "(06 را در نفطه 11 قطم کند و مخلش 
)و در نتبجه خط 1]() ؛ که امتداد مماس مشترلك را مشخ می کند ؛ به دست آید . 

در حالتی که 1 <6] باشد چهار خضلعی ۱0(۳]۳۲) مستطیل است ( چرا؟ ) ؛ ومعاس مشتر لا 
خارحی دو دایره ( در صورت وجود ) ؛ موازی خطالمر گزین است ؛ یعتی خود خطالمر لسن 


راستای ماس مشت لد خار حی دو دایره را مشخص می کند.. 


دسم مماس مشتر لد داخلی ذو دایره - دو دابر؛ ( 16 و )و( 1 , )۳ واقم در 
بث صفحه و خط 0 را که در دو نقطه "و 1 بر اين دو دایره معا است و مر کزهای 
دو دایره در طنر فین آن و اقعند دز نظر هی انم ( فا ).از نقطة () خط ۳ را 


مواژی 4 رسم می‌کنيم . اين خط پا . . سر(تا) 
متداد شساع 7() را در نقطه‌ای 4۱ 
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مانند [] قطم می کند و چهار شلعی 
۹ مسسستطیل است . پس 
| ]او 1-1-1 د []() است. 0 
از اینجا می‌توان نتیجه گرفت که خط 
1 که از مر گز يك دایره موازی 
مماس مشتر لك دانحلی دودایره رسم 
شود بر دایره‌ای به مر کز دایرة شکل ( ۵- ۳۷) 

دیگر و شعاعی مساو ی مجموع دو شعاع دایره‌ها معاس است و از همین خط برای به دس 
آوردن امتداد ماس مشترلك داخلی دو دایره استفاده می کنیم , 

با توجه به شکل طریقة ترسیم محاس مشترلك داخلی دو دایره را بیان کنید . 


5 نی ۳۳9 


طر ده داي؟ بردت ظم دا(اي ده میا مشقرلد داعلي هستند و دد دای؟ عماس بونی ففط 
یلك هیاس متفر اد داخلی گلا ز فد : دای «هاک امش ‌ عیام دی و درون ت عیای حشق ٩(‏ 
دای نذا( ند 


۸۳ 


تمرین 

ات گر شعاعهای دو دایره متساوی باشند» مماس مشترله خارجی آنها را به چه تر ثیب 
زسم می کنید ؟ 

#- ثایت کنید میباعن مشتر لك داخلی دو دايرة معاس بر هم از وسط محاسهای مشتر لد 
خارحی آنها می گذرد . 

۳ قافت کید کید در دو دایر؛ معاس برونی. محاسص مشترلك خارحی بر دایره‌ای که به 
نطر خطالمر گزین رسم شود , .مماس است . 

۷-ردو دایر» به شعاعهای ۲ ٩‏ ۳ سانتیمتر ند و فاصلة مر کر های آتها ۶ سانتیهتو. است ؛ 
این دو دایرم چند معاس مشتر لك خارحی دارند * مماسهای مشتر لك آنها را رسم کنبد . 

۵- دو دايرة لاو ۳) در نقطه ۸ عماس برونی‌هستندوخط ]۲ يك مماس مشتر لك خارحم 
آتهاینت ۰ ناپت نید 1:81 مر قانعه است. . 

۶ مماس‌های عشترد دو دایره دا درحا لت‌های مختلف آ نها رسم کنید . 


[ 


۵- چند ضلعیهای محاطی و محیطی 


۳ دا مطیطبی چند ضلعی ها یی 


اصمالاعش بر يك دایره مماس باسنه ( ستگل 


۵ ۷۲۹۰ ) . دایره‌ای: را که بر اهنا ع پثكث 


چند صنعمی معیطی معا است #عحاط دٍ ۱ 
چشد عطعی یا دای محاصی چتد ضلم ۲ 
سین گنوریناد: شطل ز[ ۵ ۲۹ ) شئل, | ۵ - ۳ ] 


(۲-۵) - دایره‌های محیطی 9 محاطی مثلتٌ 

دایرف محیطی مثلث - قبار تابب ثر ده ايم طغ سف خعود منصبت اضد ع یز مایت هم شش 
و نتجله همرسی آنها از هر آس مشلت به يك فایلهه: است , ای نقتله () تیعن هرس مه عسی و 
منصف اضار ع مشلت ۸۱96 باشد ۱ شکل م۵ - ۳۵ ). دذاپره‌ای له به مد () و به سعساح 
٩‏ سیم شود از هر سف نم له ۸ + 3 و ) می گذرد و 
مثلت در داخل آن قرار تن کوزلا: به بیان دید معا 
در دایره حاط می‌شود . از این روی کوييم هت 
فابل محاط شدن در دایره است ‏ 


دابر هایی را که شیر تساه ون يك- شلات من لذزد 


,۱ 
شک ( ۳۵-۵ ) 


دابر ه‌های محاطی مثلث - نبه‌سازهای زاویه‌های غر خلت همرسند و ال همرسی آنها 
از سه غلم مثلت به يك فاصله است , پن ا گر به مر کز نقطة همرسی سه تیمساز زاویبه‌های 
دروی مثلث )۸ » در شعل | ۵ ۳۱ :و به شعاعی مساوی فاصله آن بعطه از اضلا ع 
«ذلت؛ دایره‌ای رم کنیم » این دابره بر سهضلم مت ماش می‌شود ( چرا؟/ . از این روی 
کر بیم هر مات بر يك ذایره محیط است یا مشلث فابل محیط شدن بر دايره است , 

دایره‌ای دا که سه ضلع يك مثلت بر آن عماسند و دد درون آن واقح است دایر؟ ححاعلی 


ددانی سلث می گوبیم . هر مثلت فقط دارای يلك دایر و محاطی ددو ثی ارف 


۳ 


مي‌دانيم که نیمساز غر زاویه درونی مثلت با نی‌سازهای 
ز اویه‌های برونی غیر مجاور آن همرسند و نتطة همرسی آنها 
1 اضلاع مثلث به يك فابله است . پس اگر به مر کز نقطه 
() محل فمرسی نیمساز زاوية ۸ و دو نیساز زاویه‌های 
پروسی 9 و ) از مثلث ۸0 ؛ در شکل ( ۵ - ۳۲) و با 
شعاعی مساوی فاصلة اين نقطه از اضلاع مشلث دایره‌ای رسم 
کنیم ؛ این دایره بر تلم 120 و بر امتداد دو ملم دیگر مشلث 
«عاس مسی‌شود , یعنی اضلاع مثلث نالا با امتداد 
آنها هر يك به نحوی بر دایر؛ مذکور مماس است, از 
این روی این دایره را نیز دایرة محاطی مشلت‌می گویيم. 
بساد گی دیده می‌شود که دایره اخیر دد زاوبه ۸ فراد 
گرفته است ولی ددطرف بیرون ضلم 141 است. اذ این 
جهت آنرا دایره محاطی بردئی نظیر داس هر ( يا نظیر 
ضلم 0) می‌نامیم . 


شعل ۳۳-۵۱ ) 
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باید تو حه داشت که به همین تر تیب دایره‌هساتی محاطی برونی نظیر دو ضلم ذیحر 
مغلت می‌توان رسم کرد . پس : هرمشلت ( با هر سه خط راست که دو به دو در سه نقطه متقاطم 
باشننك :( پر حهار دایره محط است که فر گز یکی ذذ دزون علت فر از داد و هر کز ها سه دای ه 


دیگر در برون‌آن وافنند (شکل ۳۳-۵) , 


تمرین 

۱- ثابت کنید که در هر مثلت متساوی‌الاضلاع دایر؛ محاطی داغلی بر سه دای محاطی 
برونی ماس است , 

-٩‏ ثابت کنید در هر مغلت :۸86 نیمساز ژاویة ۸ زاویة بین قطر دایرة محیطی و ارنفاع 
نظیر راس ۸ از مثلت زا نیز نصف می کند.. 

۳-مثلشی رسم کنید که شعاع دابر؛ محیطی و يك ضلم و میانه نظیر ضلم دیگری از آد 


معلوم باشند . 


(۵ - ۳) - چهار ضلعیهای محیطی ‏ محاطی - چهار خلعیها :بر خلاف مثلث . 
عسشه محیطی يا محاطی نستند , يك جهار ضلعی در صورتی در پكك دای ه معاط یا ب داب فا 
بحبط است که خواص معبن داسنه باشد, در این بحش جهار- 
شلعیهای سحاطی و محیطی را حو اهيم شناخت , 

قضیلا ! - دد هر چهاد ضلعی محاطی زاویه‌هاق معا یل 
عگیل بکدیگ ند . 

برهای: - در شکل ( ۳۴-۵) اندازه هر يك از دو 


زاوبه ۸1 و :2 نصف شمان مفابل به ان استث ای 


مجدو ع دو تمان مقابل آن زاویه‌ها شامل تمام‌دابره وهساوی 
نی یس یی 
<< (آنا(1 1 (۲۸۵۲ 
و به عمسن دلیل 
0۱ 00۸4 


قضیا ۳ (عکس قضب ۱ ) - هر چها: ضلعی که ژاویه‌هاق عقا بل آ ی عشمنل بگدنگر پاشند. 


بر اه 


را رسم کنیم و ۱ نقطه دلخواهی از کمان ۱ 
رو به‌روی ۸ باشد ؛ ( شکل ۵ ۷ 
(13۸1 -عب )ج-0000 + - ۸ 


حِ( 
از مقایس4 این دو ر ابظه. . : 8۸1 ت خ شتل, | ۵ ۳۵۰ ۲ 


اما بنا به فرص -. با وروت با 


می‌دانیم که مکان هندسی راسهای زاویه‌هایسی 
که اضلاع آنها از دو نقطه 13 و (] می گذرند و اندازة آنها 28۸0 است کمان 8880 از دایر؛ 
مرزپوو است , پی نقظه با بر ذایره کر نده بر ه تفطه 
۲ و ۸ و (] و اقم است, یعسی چهارشلعی مفر و صی محاطی 
است , 
یت و از صت عقاو هر چهاز اختلفی 
محیطی برایر است با مجموع ده ضلعم مقأایل دیگو . 
پرهاین - ۱ گر چهار خلعی 9210 ۸ يك چهار ضلعی 
محیطی باشد و اضلاع آن در تقاط ۷و ۲ و ۴ و 0 بٍ 
دابر ۶ محاطی از د مماس باشته (شگل ۳۳-۵ )»مي توال 


نوشت : 0۵ - ۸۵۸۸۱ ( جرا؟) 
۷7 -- (] 1 
۷۰ "ما 
لا( ع (]۳ 
و جون این جهار رانطه را عضو به عضو با هم جمم کنیم : عو اهیی ذ اشت. ۰ 
( بالط +۴۷۱4 ۲ + ۸۵41۱ ) > ۱ (۳-۹-۳۲:) ) + مود 
1 ۸۱4-۲ - 0) ۸84 
لضیا ۴ ( عکس قضیلا ۳ ) - هر چداد لعی که مجموع ده ضلم عقا بل آن: با مجموع ده 
ضلم فا بل دیگر مساوی باشد ۰ بٍ يلك دایره محیط است , 


شل ۳۶-۵۱ ) 


برهان - اثبات در حالت لوزی دا بمهده دانش آموزان می گذادیم . پس فرض می کنیم 
جهار ضلمی (]۸9)1 دد شکل (۳۷-۵) لوزی ثیست و 9074-۸۷ عد (]/)-4 ۸۸ . بساد گی‌دیده 
می‌شود که ۸0-۸8 و 008 و ۸8- ۰۰6۵-86-۸0 اکنون ۸8 -۸۸ را 
بر(۸ و 8) <لان) را بر (/) جدا مي‌کنيم. با توجه به راب فوق خواهیم داشت ۷۸0 - ۷ , 


چون نقاط 8 و ۷و لا رادو به دو به هم وسل کنیم ؛مثلث 80 پدید می‌آید (چرا؟). 
٩‏ ۷ 


می‌توان ملاحظه نمود که نیسسازهای سه 
زاقیه ور و با و لا نود تستواین 
ام ع مثلث ۷118۷ هتند | چر!؟ ) ؛و ینابر این 
در نعطه‌ای مانند ( متنار بند, نقطه () از اضلاع 
سه اوبك نامبرده به يك فاله است پی ار به 
مر لز (4 و شعاغی مساوی 011 ( یا هر يك از 
باره‌عطه‌ای 01۷ ۰ 013۳ ۰ 014۳ ) دایرءای 
رسم ثم ؛ این دایره بر افلاع زاریه‌های 
عر بور ا بعی بر هد الا ع چهار ضلمی مماس می‌شود . بنابراین چهار ضلعی محیطی است . 


ثعر ین 

۱- گدام يك از گزاره‌های زبر درست و کدام يك نادرست است ؟ 

م چهار رأس هر چهار خلمی محاطی بر يك دایرء وافعند . - چهار ضلم هر چهار غلعی 
محیطی بر يك دايره بماسند. - مریم چهار ضلعی محاطی و محیطی است . - دایره‌های محاطی 
و محیطی هر مریم مساوی یکدیگر ند . - لوزی يك چهار خلعی محاطی است.. - مستطیل 
چهار ضلعی محاطی است , + اثر دو ژاوبة مجاور از بك چهار خنعی محاطی متساوی پاشند 
جهازر صلعیی مستطبل است  ,‏ ار دوز صلم محاور ار يك چهار صلغی معیطی متساری باشند 
چهار صلعی, لوری است. 

۲- اندازهع یسه ضلم مجاور از يك چهار شلعی محبطی به ترتیب ۱۱۰۷ و ۱۶ سانتیمت 
است + اندارة ضلم چهارم آث را تعبین کنید . 

بت ثابت گنبد ] ثر دو ضلم مجاور از بك چهار سلعی محیطی مساوی یکدیگر باشند ؛ ده 
قطر چهار ضلعی بر هم عسودند . آيا یکدبگر را تصف می کنند » 

۴ دو زاویة مجاور از يك چهار ملعیمحاطی "وخ و وم اند ؛ دو راویذ دیگر چهار- 
شلمی را تعیین کنید ؛ آبا می‌توال چهار کمان دایرٌ محیطی آن را نمیین گرد ؟ چر۱؟ 

۵و- ثابت کنید در هر چهار ضلعی محاطی نیمار هر زاویه با نیمساز زاویه برولی نظیر 
راس مقایل آن در نقطه‌ای واقم بر دایره محیطی تلافی می کنند . 

۶ب از لفط ۵ وسط کمان 8 از داير؛ ( 0,8 ) دو ونر (أ۵ و ۸8 را رسم می‌کنيم 
تاوتر 8 را در ۴و فا تطم کند . ثابت کنید چهار ضلعی ,]1۴4۵ محاطی است , 

۷ درمثلثن)۳ ۵ پس‌ازد سم ار تفا غ‌ها؛ بای نها دا بهم وصل‌می کنیم: چهادضلعی‌های 
محاطی حاصل ر! مشخص نید , [ ۶ جواب ) 


نیا . ۳ 
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خجو | ناه ی 


ذر مصر 9 بابل 


سر گجست »نی نام تساقی له هتسه | بی‌رعزی گر دنة داز عنم تا بکی سپیفه دام 
تاریم مجو و مهم مانده است , ی شبهه از م بو د سده‌ها » پلکه عر ازه‌ها ۱ از خضر آدمی بکد ز د 
شا از اه معهو‌بهای شندسی ۳ ۲۷ ۳ مين وین ۳۹ خدباه در مه زاله ند این که در 
غرز بهار آب طعیان رودیل حد و موز کش ارهای لرانه زا معدوم می کر د ار پسن از فر و تسس 
میب نایستی از نو به تعیین حدودا و لغور مزارع پردائعت , آپسا این کفته زاسب است * 
تاید ساید قم نه , 

آنچه میم است وجود عرمهای در وقوف بر ریافنات ۰ به ویده علنه را زوگی 
می‌سازد .. هرمها آیالی از رباطيانند دو حد اغجاز , اندازه‌های آنها چدان بذ دق حساپ ده 
است. له جر پز پایه پل ر خته بطالعات مستد و ابسیار دقیبقي سمی نو انتد قر ار داشته باشند ۳ 
رو ان 6 دز پنخاه قرد پیش ساعتنا نی یه شکل غرم ساختند که قاعده آن مر بعی عظيم ۲ 
رو زمین است و خطالر آسهای آن در اوتفاعی بشتر از صد متر متقارب. می‌شوند ۷ ومگر این 
کار بی‌دانش ریاضی میسر است ! 

اما در مصر هندسه جثبه عملی داشت و کاربرد آن مورد توجه بود , ابلیان هم « که در 
سر رمیتی یه‌شگل هلال مبان‌دحله وفرات تمدئی عظیم به‌وحود آوردید , بهاسول عتدسه وقوات 
داشتند . اما در میان گرایشن این دو قوم ( مصریان و بایبیان ) یه هندسه تناوئی عظیم بود . 
مصریان هرمها را په وجود آوردند تا حداوند گارانشال , پعنی فرعونان ؛ پس از مر گنه در 
آنها بیارامند و زندئی جاودانی پس ال مر کت را با آسودگی بگذرانلد » ولی بابلیان باغهای 
آوپخته ؛ با حدائق معلته را که یکی از ععایب هنتگانه آن زمان بود ؛ ساتدتا پادشاهانشان 


به هتگام ژیست از آنها برخوردار شوند . 


خو اند یی 


در بونان 


در حدود هفت سده پیش ار میلاد مسیح درهای ناریخ بر وروی مصریان و بابلیان بسته 
می‌شوند و قومین دیگر مشعل علم را به‌دست ی کر - یو نانیان . 

بر خلاف دو قوم پیشین ؛ نرد یو نانیان بسیار از کسانی که در پیشر فت علم » از جمله 
عندسه : لو شیدند شناخته شده‌اند و ناه‌شان زنده حاوید است ؛ و این خود نشانة بارزی است 
بر اصالت تمدن آنان . تالس و اقلیدس و فیثاغورس راهم « بچه مدرسه‌ابها » می‌شناسند وهر کس 
با نقدمات علن آغنا خنزد:یا اراکتع و ارشبین مزو‌گار پیدا مت ند« آکادمی » افاططرن 
که بزر گترین مر کز آموزش ریاضی بود و بر بالای سر در ورودی آن,نوشته شده بود ه هر کس 
عندسه نمی‌داند وارد نشود » در ردیف دانشگاههای بزر گ امروز » مانند آکسفورد و هاروارد 

دانشگاه بزو گ اسکندریه ؛ که معروف است قیصر روم پس از فتح این شهر کتابخانة 
آنْ را با نیم میلیون کتاب خطی به دست آتش‌کین و ادانی سپرد » نشان دیگری برخدمت 
آنا قومبهبعلی :پشرزی آست:< 

بر روی هم بر زسی تاریخ چند قر نی له دور؛ زرین تمدن یونانی را تشکیل می‌دهند نشان 
می‌دهد که دانش آنان پدیده‌ای استثنایی در تاریخ علم است ه پیشر فت دانش در آن دوده با ترقی 
علم در قر نهای نوزدهم و بیستم قابل مقایسه است . 

تاریخ علم از خدمات دانشمندان قدیم شواهد بسیار دارد . چنان‌که اگر بخواهيم ننها 
نامهای آنهایی راکه در این راه کوشیده‌اند ذ کر کنیم ؛ زمانی دراز لازم خواهد بود وا گر بخواهيم 
حقی آنان را اداکنيم ء صدها تن باید در تدوین میلیونها صفحه در هز ارها جلد کتاب بکوشند. 


اقلیدس ( ۳۵۵۱:۵6 ) 


در بار؛ زندگی اين مرد بزرک چیز زیادی نمی‌دانیم. در اواخر قرن چهارم پیش از میلاد 
متولد شد , در آکادمی افلاطون تحصیل گرد؛ پس از آن که بطلمیوس, سردار و جانشین اسکندر: 
دانشگاه اسکندریه را به‌وحودآورد به‌دعوت وی‌بر ای تدریس به‌اسگندربه رقت و آنها بود نامر د. 

از اقلیدس مانند هربزر گ مرد دیگری که حقیقت زند گائیش در ابررهای ابهام فر ورفته 
است ؛ افسانه‌ها بر حای مانده است . از حمله یکی این که » روزی یخی از شا ُردانش پرسد که 
بر این هنههندننه آمواحتن وقضیه ثابت کر دن چه نفعی مر نب است ؟ » و اقلیدس به علامش 
گفت « به اين جو ان پولی بده تا از هندسه خر اندن نفیی برده پا . « يك بارهم قر ژند بطلمیوس 
فر مانروای معصر » که در دانشگاه اسکندریه نزد استاد درس می خو اند پرسید که « آیا راه آسانتری 
بر ای یاد گر فتن هندسه پیدا نمی‌شود ؟ » اقلیدس حو اب داد « بر ای فر ار فتن علم راه شاهاند 
وحود ندارده برو درشت را بخوان ‏ , 

کار اصلی اقلیدس , یعنی شاهکار او : مذون ساختن و تنظیم گردن هندسه بود. پیش از او 
در این باره زیاد ثار کر ده بودند . فیثاغورس وتالس ۰ که دوه قرن پیش از او می‌زیسته‌اند : 
دو نمو نه پر حسته از تتانی هستند که در هندسه کار گر ده بودند . افلیدس کارهای پیشینیان راگرد 
آورد ۰ خود چیزها به آن افزود و همه را برمبنای اصول مونوع و متعارفی نود چناد 
منظم و مرئب رد که قرنها بهترین نمونه کار علعی شعرده می‌شد , نیج کارهای او کتاب اصول 
۰ هم بود که درقرن پانزدهم کد ماشین چاپ اختراع شد از اولین کتابهایی بود که 


به عاب ز سیف ند . 


نك بسك دانان بز رز وی 


خو اند نی 


از شمهیدس ۸۳۱۲۱۳۸6۵۵6 ) 


ارشمیدس بزر گترین » یا دست کم یکی از بزر گترین , پروردگان دانشگاه اسکندرینه 
بود , در حدود ۲۸۷ سال پیش از میلاد مسیح در سیراکوز ؛ پایتخت سیسیل » چشم بسه دنا 
شود . پدزش فیدیاس متجم و زیاضی دان بود . اتدگی پس ازآن که اقلیدس دز دانشگاه اسکتدرزد 
به‌تدریس پرداعت ارشمیدس بر ای تحصیل به آنجا رات . پس از تحصیل به سیراکوز با کش 
و تمام عمر زا درآنجا بود , با کن و دری‌تیوس و ار انوستنْ ؛ ذانشمدان اسخندری ؛ با مکانه 
ارتباط داشت . با آن که دل به ریاضیات نظری سپرده بود » په ریاضیات عملی عم می‌پز د انخت 
و به سال ۲۱۲ پیش از میلاد که مارسلوس ؛ سردار رومی :سیر اکوز را محاصره کرده بود ؛ هه 
نبوغ فکر ی خودرا درعدمت دفاع ازشهر گذاشت و بااعتراع سلاحهای دفاعی سهمگین دشمن 
نپر ومند را در هم شکست و متواری ساخت . هیچ مطلب علمی در نظر او کوچك جلوه نمی کرد 
و با نهایت دقت به حل هر مسلله دل می‌داد. داستان تاج هبیر ون» پاداه تسیل : ۵ه ارگتبخدن 
نزدش تقرب بسیار داشت » معروف است . پادشاه به زر گری فرمان داد تا تاحی از طلای ناب 
بر ايش بسازد. ید به کار زر گر بد گمان شد و از ارشمیدس خواست ا راهی پیدا کند که بی خر اب 
گردن تاج از درستی یا نادرستی زر گر مطمئن شود . ارشمیدس در این باره می‌اندیشيد » تا 
دقتی که در خرانة حمام قانون فیزیکی « هر جسم در داعل هر مایم پسه اندار* وزن مایم 
هم حجفش منك می‌شود. »را کشف کرد , این کشف ؛ که کلید حل مسئله بود ؛ چنان دانشمند 
را مجذوب ساعت که برهنه از حمام بیرون دوید » درکوی و برژن می‌دوید و فریاد می‌کرد 
« اور کا ؛ آور کا » یعتی «یافتم ؛ یافتم ۰ . 
۱ فوقایینس قدرت تمر گز حواس بسیار داشت و وقتی که دقت خود را به حل مسئله‌ای 
معطوف می‌ساخت از آنچه در اطرانشق می گذشت بی‌خبر می‌ماند . از این روی » وقتی که 


رومیان از واه عشکی و به‌طور غیر مستفیم به جزیره سیسیل حمله بردند و در روزی که مردم 
شهر در کار بر گزاری يك جشن بزر گ مذعبی بودند شهر را گشودند » سربازی به ارشمیدس که 
مشغول حل مسئله‌ای بر روی ریگهای زمین بود ؛ نرديك شد . ارشمیدس که غرق دریای فکر 
بود متوحه نز ديك شدن او سّد و وقتی که سایه او را بر روی شکلی که روی ریگها کشیده بود 
دید از او نعواست له دور شود و «سایه‌اش را از سر او کم کند » . سرباز رومی بر آشفت و 
شمشیر خود را در بدن دانشمند هفتاد و پنج ساله فرو برد و او را کشت . 

اختر اعات ارشمیدس بسیار است , در عندسه ثسبت محیط دایره به قطر آن را به کمك 
هو اص چندضلعیهای محیطی ومحاطی منتظم حساب کرد و وقتی که تا نود وشش ضلعی بحاطی 
پیش رفت مقدار عدد # را پین ۳ و سد۳ به‌دست آورد . 

ار شمیدس و تبوئن انگلیسی و گوس آلماتی سه بزر گترین ریاضی‌دانان قر ول و اعصار 


شا امابوا لش 


هسند‌سه‌خانان یز ر کت 


جوا فدافی | 


فیتاغو رس ( ۳۲۱۳۵۵۲۵ ( فیثا و , س 


فیثاغورس ؛ که به وسیلة قضیة معروفش در مثلث قائم‌الزاویه و رابطة مهعی که بین 
عددهای متناسب با ۴۰۳ و ق ؛ معروف به عددهای فیثاغورسی , کشف کرده است ؛ نزد هم 
کنتانین که دوره دییرستانی را اگدراندم‌اند معروف است : در هو سال پیش از میلاد مسیح 
در ساموس (یونان ) قدم به میدان هستی گذاشت. وقتی او شروع بسه آموختن ریاضی کرد 
ریاضیات در حقیقت علم شمرده نمی‌شد و او بود که با گوشش پی گیر خود ریاضیات را به جانی 
زسانید که علم بحسوب شود . 

ظاهر ] فیثاغو رس شنا گر ۵ تالش بو ده و عدد و اغسال پا أن با از او فر ا گر فنند است , وی 
و پپروانش بسیار به عدد معتقد بودند و آل را مبدای هعه چیز می‌دانستند؛ معنی در حقیقت 
عدش وا هی پر حتید ند , 

پس از آن که تا حد امتان در یونان آموخت به مصر و بابل رفت تا هندسه بیاموزد . 
آن گاه به یونان باز گشت. اما چون کشور را در اشغال دیگر ان و وضم آن را سخت نابسامان 
دید به‌مستعمره پونانی به نام کروتوئا در جنوب ایتالیا رفت و در آنجا مدرسه‌ای تأسیس گرد 
که شباهتی به مدارس دیگر نداشت و استفاده از آن منوط به شر ایطی خاص بود . 

نیثاغورس در باره عددمعتقدات خرافی داشت. يك را مظهر عفل و ۲ را نشائة تصمیم 
و ۴ را علاست عدالت مي‌دانست , عددهای حفت را ماده و عددهای سرد را تر می‌شناخت . 
همچنین عددهای روج را سعد و عددهای فرد را نحس تصور می کرد و از این قبیل , اما در 
بارء عدد کارهای علمی بسیار هم کرده است. در عددهای اول مطالعاتی داشت. کار او درتعیین 
عددهای کامل ( یعنی آنهایی که مساری مجموع مقسوم‌علیه‌های خود هتند» مانند عم له مساوی 
۳ ۱-4-۲۷ امست) و عددهای دوستدار هم با متا به ([ که هر پك از آنها برابر است با مجموع 


سب 


متسوم‌علیه‌های دپگری» مانند ۲۷۸۴ و ۲۳۰ ) شاپان توحه است. یونانیها فقط بك حمت عدد 
دوسندار هم می‌شناختند ( همان ۲۲۰ و ۲۸۳۴) . يك جفت دیگر ۱۷۲۹۶ و ۱۸۴۱8 در سال 
۴ حهجری ( ۱۶۴۶ میلادی ) شناخته شد. امروز بیش از ۳۰۰ جفت آنها شناخته شده‌اند. . 
آما هنوز معلوم ئیست که نعداد این کگونه غددذقا معدود است یا نامصدود . 

باید دانست که در نظر یونانیان هندسه فمان عدد بود که به صورت شگل درآمده بود. 
انداژ؛ پارمخط غدد بود و وقتی که باره‌خط درازتر پا کوناهتر می‌شد» عدد بزر گتر یا کوچکتر 
می گردید. اما عددی که یونائیان می‌شناخنند عدد طبیعی بوده یعنی همان که به طور طبیعی 
برای شمردن به کار می‌رود. از عدد علامتدار ( مثبت و منفی ) و عدد کسری و عدد گنک 
هیچ نمی‌دانستند. فیثاغورس به عدد گنک برخورد و آن هنگامی بود که می‌خو است وتر مشلث 
تائم آلز اویه‌ای راکه دوضلعش در دست بو د حساب کند و به عددهایی مانندج۳ / و ۵ می‌رسید. 
وی و پیروانش گوشیدند له وعود این لونه عددها را پنهان نگاه دارنده زیراکه پذیر فنه خدن 
آنها به عنوان عددکاخ عظطبمی راله برای اغداد ساخته بودند وبران می‌کرد. اما ایسن کاخ 


ویر ال سدفی بود و پیشرنت آدمیان با گذتت زمان انواع عددها را به عالم ریاضی و ارد ترذ 


هند‌سه‌دانان دز زر کت 


خواند نی 


تالس ( ۲۳0۵۱۵5 ) 

در یونان قدیم هفت مرد دانشمند به عنوان « هفت حکیم » شناخته شده بودند و مردم 
را رهبری می کردند. یکی از آنان تالس ملطی بود" که در جیر * ملطه ( ۷]:16405 ) متولد 
شده بود . سال تولدش به نخمین ۶۲۵ پیش از میلاد بوده است , بدین دلیل که بنا بر روایت 
هرودت وی تسوفی را به دقت پیش‌بینی کرده بودکه کوبا کسوف روز ۲۸ ماه مه سال ۵۸۵ 
پیش از میارد بوده است و چون برای این کار بایستی در حدود چهل سال از من او گذشته 
باشد » تولد او را به سال ۲۵ع قبل از میلاد حدس می‌زنند , 

تالس در ۷۰ سالگی بین سالهای ۵۴۸ نا ۵۴۵ پیش از میلاد در گذشت. وی از نظر 
اجتماعی در هموطنان خود نفوذ بسیار داشته است . 

بر ای دیدن و آمو شتن به مصر رفت و در آنجا هندسه آموخت و کوشش بسیار کرد نا 
حایی که ار معلمان خود پیش افتاد و توانست بلادی هرمهای مصر راتعیین کند , همچنین فاحل 

ستی از ساحل وا انداژه گرفت . 

اثبات پنچ قضبه هندسه را به تالس ثسبت می‌دهند . این قضایا غبار تند از ۰ 

۱- قطر دايره را تصف می کند . 

۲- دو زاویة مجاور به قاعده مثلت متساوی‌الساقین متساویند , 

۳ دو ژاویه متقابل به رأس محساویند . 

۴- زاویه محاط در نصف داي ه يك قانمه است , 

۵ غر گاه قاعده مثلت و دو زاویة مجاور به آن داده شدء باشند » مثلث مشطص است. 

افلاطون می گو ید : « وی نالس چسم یه آسمان دو خنه بود نا قاعده عر کت ستاره‌ها 
وا کشف ند چاهی‌را له جلو پایش بود ندید و درآن انتاد واین پیش آمد موحب مسخره کر دن او 
شد که ؛ جلو پایش را نمی بیند و می‌خواهد آسمانها را ببیند , . 

از سعطو نقل می کند که . « نالس از دانش خود به سود عادی خویش و به ضرر دیگران 
استفاده می کرد » و نتیجه می گیرد که علم همیشه با اخلای قرین نیست , 


۱ - شش حمکیم دیگر عبادت بوونداز : پتیا کوس, بیاس کلگو بول , پر یاندز ,خیلون وسولون 


: و 


هناسةٌ نااقلیدسی و آف رینندگان آن 


حو ادلی 


گیورله فریدرینی بر نهارد ریمال! (۱۸۲۶- ۱۸۶۶ میلادی) مقارن تولد هندس نااقلیدسی 
قدم به غرصه وحود تذاشت. پس از تحصیلات مندماتی و متوسطه به عزم تحصیل علوم الهی 
ند دانشگاه گو نینگن زو آورد اما زود دریافت که آنجه با مذاق وی ماز کاری داشت رباضیات 
بود نه الهیات ۹( یی از بر حسبنه ثر ین شا گر دان گوس شهر ده مي‌شد و بعد ] به بر لن 
رت و در محر استادان دیگری ۳۹ سال. ۸۳ ۱ نه کونینگن باز گشت و در ز تفه 
فيزيك درجة علمی گر فت . 

ریمان در سال ۴وم ۱ رساله‌ای تنظیم گرد و در آن خاطرنشان ساخت که هر چند جهان 
نامحدود استم , بی‌پایان گرفتن آن ضرور یست , این رساله مقدمه هندسة نااقلیدسی سدیدی 
بود . وی ریاضیات را از قید سنتها آزاد ساخت و بنیاد هندسه را نیز بر بی‌نهایت کوچکها 
کات و هددسةه دیفر انسیل زا طبر ح 3 پز وعسهای ویمان را هلم‌هتز ۲ و ِ بل‌تر امی ۲ 
دنبا کز3اند و تن اغیر ابیت کرد که هندسغ نااقلیدسین دتگاهی اس ماز کار حقیفت آن که 
بلیابی و لباچفسکی هر قدز در کار خحود پیی رفتند با ناساز گاری دستگاه روبه‌رو نشدند ابا 
بهطویر رم بباز کار بودن آن رانابت نگردند . هندب ریمانی با هندسة بلیایی و لباچفسکی 
فری بارز دارد , مثلا آنان به رسم بیشتر از يك خط به موازات خط معین از نقطة معین فائل 
بودند » ابا ریمان ثوازی را انکار کرد . يا اين که آنها محموع زاویه‌های مشلث را کوچکتر 
از دو قائمه گرفتند و ریمان بزر گتر از آن . 

خدسد تا اقلیدسی بلیاین و لباچفشکی را هنتسذ هذلولوق ( یب بولیكف؟ )اف خندنتل ویدان 


را هندساه بیقیوی ( الیپتيك؟ ) نامیده‌اند . 


جر -۳ اما ۲-۱1۵ ۱۵۱۱۱۵۳4 ی 
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خواندنی 


هیلمرت ؛ ر باضید ان ساز نده 


داو ید هیلبرت (۱۹۴۳-۱۸۶۷۲) درغانر اد متوسطی‌در کونیکسیر کف متو لد شد و درحه 
دکترای و و دا ازدانشگاه همان شهر گر فت: وی از ریاضی‌دانان بسیارعالی قدر برد ودررشهههای 
مختلف آثاری برجای نهاد که مورد قبرل جهانی است . دراینجا ما فقط به‌کارق کد در هندمه کر ده 
است اشاده می کنیم . 

هیلبرت ددسال وم کتایی به نا» «اصول حندسه» منتشر کرد وعکتیی بسد وجودآوود که 
می‌تو ان آن دا مکتب اصل گرایان نامید . وی این اصل مهم دا روشن ساعت که ذرریاضیات ماهیت 
حاص موجودهای دیاضی اهمیتی ندارند و آنچه مهم است ددابط میان آنهاست . 

هیلیرت پرععلاف اقلیدس سعی ببهوده دز تعر یث نقطه : خط + صفحه : فا دم یی شمود 
بلکه آنها دا بعنوان مفاهیم نخستین درعلم هندسه تعریف نشده پذیرفت . زیرا هر گوله تعر یفی بر اک 
این مفاهيم متگی برئجر به است وعفایر یا دوش مبتنی بر اصول ؛ درهندسه است . هیلبرت از تفسیم 
اصول به انواغ موضوعه ومتعارف احتناب کر دوهبه آنها دا اصول تامید ؛ زیر | اصول فا بل اثبات 
نیستند ومیزان بدیهی بودنآنها از فردی به فرد دیگر تغییر می کند ۰ بعپادت دیگر مطلبی که برای 
يك فرد بدیهی است همکن‌است برای فرد دیگر بدیهی نباشد , نقاط ‏ حطوط و صفحات بوسیله 
اصول ارتباط ( گذد) » بینت (نظم) , وهسنهشتی (هم‌اندازه) بیکدیگر وابسته‌اند ؛ 

هرگاه خط 4 به نقطه ۸ وابسته باشد می گویند : « برار می قذرد» با دار بر ۵ واقم 
است» همچنین ار نقبلة ار به صفحه *] وابسته باشد می و یبد ۰ «ر بر ۳ واقم است» يا 8 یه 
۸ می گذرد» . 

البته بکمك نظرية مجموعه‌ها می‌توان برعی ازمفاهيم تعریف نشده دا نیز بز بان مجموعه‌ها 
تعریف کرد , مثلا واقع شدن نقطه برخط ؛ یا گذشتن خط برنقطه به معنای تعلی نقطه بر مجمو عه 
نبایش سعط است , 


اصول هیلبرت بر ای هندسة اقلیدسی 
اصول هیلبرت برای هندسه اقلیدسی به پنج گروه بشرح ذیر تقسیم شده است . 
کراه 1 - اصول ار تباط (گذد) . 


اصلهای ٩‏ 3 ۲ - ازدو لفط متمايزيك حط » وفقط يك حط می گذرد . 

ال ۴ برهرجط دست کم دواقطه و جود داز ند : درهرصغفحه دست کسم سه نقطه و جرد 
دارند که بر یلك حط رافت نباشند , 

اصاهای ۴ ٩‏ ۵ س ازهرسه لفط غیرواقم بريك حط راست يك صمحه ؛ و فقط مك صفحه 
مين کرد . 

اصل ۶ ار دو نقطه تععلی ؛ درصفحه‌ای پاشند : تمام آن خعط در آن صفحه است . 

ال ۷ س افر دوحفیید پك اقطه ۰شثرلك داشته باشند : دست کم یك نطهٌ مشتر اد دیکر هم 
تج آهند داشت:. 

اصل ۸ س دست کم جهاز نقطه وجود دار ند که دز بك صفحه نیستند . 

گروه 11 - اصول بینت (ظم ) 

اضل ٩‏ - فر گاه هر و 8 و ب) سه تقظطه داقغ بسر بث بط باشند و ب) بين ظر و 9 باشد : 
۳ ین .ظ ب فظست. 

اصل ۱۵ - قر اه و ۵ دو لاطه واقع بر تعطیی باشند » دست کم یلك طه دیگر بیی آلها بز 
آن عط و اقم است . 

اصل ۱۱ - اژهرسه قطه واقع بريك خخط » فقط یکی ازآنها بین دوتای دیگر قرار دارد. 
( هر دو نقطه بك باره خعط را مشخص مي کتند ؛ دونقعله دواتهای باره عط هستد و هر نقطه پین آنها 
پلك نقطه ار بازه تحط است :) 

اصل ۱۲ -(اصل پاش)- هر گاه ۸۵ و 19 و ب) سه نقطهة غیرواقع بر يكخط راست اژصفحه‌ای 
باشتد وخحط 0 واقیع در آن صفحه برهیج یك ازسه نقطه نگذرد ویکی‌از پاره عطها » مثلا ۷13 را 
بین ۸ و 3] فعلع کند یکی آد عوتای فیضی + یعتی یا ۸۲ دا بین قرو ب) با باظ را ین ٩‏ ز ۲) 
فعلم می کند . 

گردوه 1۱ - اصول همنهننی (هم‌انداز کٌی) 

اصل ۱۳- هر که گر و 13 دو تقطه ازحط 1 باشند و اهر بك نفطة دیگر اژهمان خط با يكك 
نقظهازخط دبکری مانند ٩‏ باشد برروی 1 و 1 و دريك‌طرف ابر يلك وفقط يك نعطه‌دیکر مانند 
یات می‌شود به قسمی که فرش مساوی ۸۳ باشد. (هرباره حط با خحودش مساو است).. 

اصل ۱۳ - هر گاه پاره حط 9اه با پاره خحط ۸۸13 هم‌نهشت( هسم‌اندازه ) باشد و نیز 
۲۳ با ۸۱۵ هم‌نهشت باشد ۰ ۸۳ با "۸۳19 هم نهشت است . 

اصل ٩۵‏ - هر که ده پاره عط ۸۸۱۵ و 801 واقعع برخخط 4 فقط در 8 مشترلد باشند و دو 
پاده حط ۸۱8 و 9۳0 واقع بر همان خط 04 با تعط دیگر ال فقط در 13 مشترك پاشند درصودتی 
که ]۸ با ٩‏ ۶ ۳۳۵ با ۳6 هم نبهذشت باشند )کر هم با نا۵ر هم نهشت است. 


۱ 


اصل ۱۶ س هر اه ۳۹1۳ (ع1 و 0 )در صفیحة وخطی مانند 1 دز همان صفحه یا شفحه 
دیر ی مانند اب ونقطة () بر 0 وم حط ار به بدا () واقم بر "۵ مقروض باشند + درجیا 
بچ ابندا از () يك و فقط يك‌نیم خحط "16 می‌تو ان دسم کرد چنان که ذاوية (اع و 0۲) با زاویة 
۱ و ) هم نهشت باشد و داخل ژاویه در يث طرف مشنخص یط واقم باشد. 

اصل ۱۷ س اقر ذادب؛ (16 و ط) با زاوب؛ (ع1 و 9ا) و ذاوية (ع و ظ) با زاو 
(160 و "ظ) هم نهشت باشند زاویة (ع1 د ط) با زادیٌ ( "16 و "نا) هم نهشت است. 

اصل ۱۸ - هر کاه ۸۳3 و نا فزاوية ,9۸6 ازملت بالق بته ترئیب با ۱ فا 
وراویه )۵ ازمشت ‏ :130 هر هم‌نهشت باشند ‏ زاویه 9۲ هر هم با زاوية ۸۳06/۲ هم نهشت 
تجو اه بود (ا2 این اصبلل بر ای تسادی دوهناد استغاده می‌شود) , 

گروه 1۷ - اصول پیوستکی ( کمان خطی) 

اصل ٩۵‏ - بردستگاه تقاط واقم بريك خحط امی‌تو ان‌نفاطی افزودچنان که دستگاه آسترش 
یافته هندسه‌ای به وخوداورد که در آن همه اعاهای دمرضو ع پیش گنه صادی باشد , 

اصل ۴۵ م (اصل ارشمیدس) - هر گاه دوپاده خحط تور و لب مغر دض باشند آنخاه تقاط 
۱ و م۸ و ووش بر بط (۸1 نان یافت می‌شوند که پاره خطهای ۵و و پل ف.. 
:وه هم انداره باشته و نقطه ۲ بین بو 3 وق قراد قرد. 

اصل دانتود س فرض ليم بر‌هرعط 1 يك‌دنبا له بنهایت از باره خحطهای ,۸,۲ دپ پشری.. 
داده شده باشند که در آن هريك از پاره خطها درون پاره حط قبلی وافع شود . باذ فرض کتيم که 
بازای هر پاده عط + عددی مانند و وجود داشته باشد بطوریکه ,۸9 کوچکتر از این پاده تم 
باشد ءآنگاه نقطه‌ای مانند # وجود دارد که درون هريك از پاده خطهای ,۸,۲ دبظ,ظ و... 
دافم شود (لنتیجه می‌شود که لقطلهٌ 5 منحصر بفرد است) . 

بکنلگ اضل ارشنیدس واضل کانتورثابت هی‌شود که بل رابظه يك بيكك بین تقاط باش خخط 


و مجبوعد اعداد حقیقی دجود دادد واژ آانجا می‌توان الدایة یلك باده شعط دا تعریف کرد , 


۱۰ 


